
Prova scritta di Geometria
17 febbraio 2021, prima parte

L’esame consiste di due esercizi, e ha la durata di 75 minuti. Giustificare le risposte in
modo chiaro e conciso. Risposte senza spiegazione non riceveranno credito. Non saranno
accettati fogli di brutta copia.

Esercizio 1 Si consideri la matrice Ak =

0 3 0
3 0 4
0 k 0

 dipendente dal parametro reale k,

che supporremo non nulla; sia f l’endomorfismo di R3 rappresentato da Ak rispetto alla
base canonica.

a) Per quali k ∈ R l’endomorfismo f ammette una base ortonormale di autovettori?

b) Per tali valori trovare una matrice diagonale D ed una matrice ortogonale M tali che
D = M tAkM .

c) Determinare i valori di k per i quali Ak è diagonalizzabile.

Esercizio 2 Sia S :

{
x + y + z = 6

x− y − 3z = −2
un sistema lineare non omogeneo, le cui soluzioni

vanno intepretate come vettori di R3, e sia E il sottospazio di R3 di equazione 3x− 2y +
2z = 0.

a) Determinare Sol(S), l’insieme delle soluzioni di S. È vero che Sol(S) è un sottospazio
di R3?

b) Determinare una base del sottospazio E⊥. Determinare, se possibile, una soluzione
del sistema S appartenente al sottospazio E⊥.

Esercizio 3 a) Sia V uno spazio vettoriale con base (v1, v2, v3) e si ponga


w1 = v1 + v2

w2 = v2 + v3

w3 = v1 − kv3

dove k è un parametro. Dire per quali valori di k i tre vettori w1, w2, w3 sono linearmente
indipendenti.

b) Sia A la matrice 3× 3 antisimmetrica generica. Dimostrare che le colonne di A sono
linearmente dipendenti. Calcolare il rango di A.



c) Sia N =

(
1 −1
2 −2

)
. Determinare una base del sottospazio di Mat(2 × 2) costituito

dalle matrici A =

(
x y
z w

)
tali che AN = 0.


