Prova scritta di Geometria - soluzioni
17 febbraio 2021

Prima parte

Esercizio 1 Si consideri la matrice A, = dipendente dal parametro reale k,

o w o
O =~ O

3

0

k

che supporremo non nulla; sia f 'endomorfismo di R® rappresentato da Ay rispetto alla
base canonica.

a) Per quali k € R 'endomorfismo f ammette una base ortonormale di autovettori?

b) Per tali valori trovare una matrice diagonale D ed una matrice ortogonale M tali che
D = M'ALM.

¢) Determinare i valori di k per i quali A ¢ diagonalizzabile.

Soluzione.

a) L’endomorfismo ammette una base ortonormale di autovettori se e solo se k = 4, in
quanto la matrice canonica risulta simmetrica.

b) Si calcola

-2 3 0
det | 3 =X 4 | =X25-)\%).
0 4 =X
Gli autovalori sono dunque \y = —5, Ao = 0, A3 = 5. Si calcolano gli autospazi. Ad
030 x 0
esempio, E(Xs) = E(0) definito dalle soluzioni di | 3 0 4 y|l =101, ovvero
040 z 0
y=0,
3r+4z =0,
4y =10
4 4
e dunque E(0) = L 0 . Una base ortonormale di E(0) data da: | 0 |. Analoga-
-3 -3
3
mente, una base ortonormale di E(—5) data da 5 | =5 | e una base ortonormlae di

5v/2



3
E(5) data da -5 | 5

5V2 A
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Dunque D = M'A;M, dove D=| 0 0 0| eM=1%|-7 0 5
4 4
0 05 L3 L

¢) Calcoliamo Pa, (\) = det(Ay — M) = A9 + 4k — ). Il polinomio caratteristico
totalmente riducibile se e solo se 9+ 4k > 0. Se 9+ 4k > 0, allora si hanno tre autovalori
distinti (e semplici): 0,4+v9 + 4k e dunque la matrice diagonalizzabile per il secondo
criterio. Se 944k = 0, allora ['autovalore A = 0 ha molteplicit algebrica 3. La molteplicit
geometrica data dalla dimensione di E(0) e si vede immediatamente essere uguale ad 1
(discende dal punto a). Dunque la matrice non diagonalizzabile per 9 + 4k < 0.

rT+y+z2=06
rT—y—3z=-2
vanno intepretate come vettori di R?, e sia E il sottospazio di R? di equazione 3z — 2y +
22 = 0.

a) Determinare Sol(S), linsieme delle soluzioni di S. E vero che Sol(S) & un sottospazio
di R??

b) Determinare una base del sottospazio E+. Determinare, se possibile, una soluzione
del sistema S appartenente al sottospazio E*.

Esercizio 2 Sia S : { un sistema lineare non omogeneo, le cui soluzioni

Soluzione.

a) Le soluzioni del sistema sono date (ponendo ad esempio z =1), dax =t+ 2, y =
—2t+4, z=1t, cont € R. In forma vettoriale:

Sol(S) = +t| -2

1

O =~ N

Sol(S) non wun sottospazio di R®: ad esempio 0 ¢ Sol(S).

x
b) Si vede immediatamente che dimE = 2, dunque dimE+ = 1. Inoltre |y | € E se e
z
x 3
solo se (Ly |, —2]) =3z —2y+ 22z =0, dunque una base di E+ immediatamente
z 2



3 3
data da | =2 |. Un qualsiasi vettore di E+ ha dunque la forma s | =2 |, cons € R. Un
2 2

elemento di Sol(S) appartiene ad E* se e solo se esistono s,t € R tali che

3 2 1
s|—=21=1[(4]+t] -2
2 0 1
1l sistema da risolvere
3s —t =2,
—25 42t =4,
2s —t=0.
Il sistema ammette un’unica soluzione s = 2 (e dunque t = 4), per cui l'unico elemento
6
di Sol(S)NE+ | —4
4

W1 = V1 + Vs
Esercizio 3 a) Sia V uno spazio vettoriale con base (v, v9, v3) € si ponga ¢ ws = Vg + V3

W3 = V1 — ]{?Ug
dove k e un parametro. Dire per quali valori di k i tre vettori wy, ws, w3 sono linearmente
indipendenti.

b) Sia A la matrice 3 X 3 antisimmetrica generica. Dimostrare che le colonne di A sono
linearmente dipendenti. Calcolare il rango di A.

c) Sia N = (é :;) Determinare una base del sottospazio di Mat(2 x 2) costituito

dalle matrici A = (i y) tali che AN = 0.

w
Soluzione.
a)
1 0 1
Le coordinate di wy, we, ws rispetto alla base (vy,ve,v3) sono dateda (1|, 1], 0 |,
0 1 —p

rispettivamente. I tre vettori sono linearmente indipendent: se e solo se lo sono le loro



coordinate, ovvero se e solo se

10 1
det {1 1 0 | #0.
01 —p
10 1
Ora,det [1 1 0 | =1—p, dunque i vettori sono linearmente indipendenti se e solo
01 —p
sep# 1.
0 a b
b) La generica matrice 3 X 3 antisimmetrica ha la forma det | —a 0 ¢ |. Le colonne
—b —c 0

sono dipendenti se e solo se il determinante della matrice mnullo, cosa che si verifica
sempre. Ora, se a,b,c =0, la matrice nulla ed il rango 0. Supponiamo che uno tra a,b, c

0

notiamo che il suo determinante a® # 0, dunque il rango 2 (alla stessa conclusione si
arriva se b o ¢ sono non-nulli, prendendo il minore opportuno). Dunque il rango sempre
due, salvo nel caso di matrice nulla.

(x+2y —x—2y\ (0 0
AN_(z—i—Qw —z—2w>_(0 O>

{x+2y:0,

sia non-nullo. Ad esempio, supponiamo a # 0. Allora, prendendo il minore (_Oa a)

c¢) Calcoliamo

se e solo se
z+ 2w =0.

Allora una base del sottospazio cercato data da (_02 é) , (_02 (1))

Seconda parte

Esercizio 1 a) Scrivere la matrice canonica A della rotazione di % attorno all’origine in
verso antiorario. Calcolare A3 e A'2.

b) Sia P l'esagono regolare, simmetrico rispetto all’origine e con un vertice nel punto
P =(0,3). Determinare le coordinate degli altri vertici e il perimetro di P.

Soluzione. a) La matrice cercata



1 _ 3
A=1E )
2 2

™

La matrice A3 la matrice di rotazione di 3 - 3 attorno all’origine in verso antiorario, cio
la rotazione di m:

s (-1 0
A_(O _1).

La matrice A2 la matrice di rotazione di 4w attorno all’origine in verso antiorario, che

coincide con lidentit:
12 1 O
A = (0 1) .

b) Gli altri vertici si possono trovare applicando una rotazione di k%, k=1,2,3,4,5

attorno all’origine, dunque applicando A, A2, ... alle coordinate di P. FEssi sono dati da
(=343 3y (33 3y (0 3), (33 _3) (2 3
) J ) 2 ) °

2 72 20 2 2 2 19
La distanza tra due vertici consecutivi 3. Dunque il perimetro 3 -6 = 18.

Esercizio 2 Nello spazio sono dati: la retta r, di equazioni cartesiane r : { vty =0
r—4y+z=0

e il punto P = (1,2,3). Determinare:

a) L’equazione del piano m contenente r e P.

b) La distanza di P da r.

c) L’equazione del piano 73 contenente r avente distanza massima da P.

Soluzione. a) Il fascio di piani per r ha equazione a(x+y)+p(x —4y+2) =0, o, 5 € R.

Imponendo il passaggio per P otteniamo 3a — 48 = 0 e dunque [’equazione gﬁ(m +y) +
p(x —4y+2) =0, che equivale a 4(v +y) +3(x —4y+2) =0, ciom : Tx — 8y + 3z = 0.
b) Delle equazioni parametriche di r sono

T = —t,
r:ly=t,
z = at.

Un vettore direttore di r (—1,1,5). Un piano perpendicolare ad v ha equazione —x +y +
5z +d = 0. Imponendo il passaggio per P otteniamo d = —16. Il piano my perpendicolare



ad r e passante per P ha equazione x —y — 5z + 16 = 0. Clalcoliamo le coordinate del
punto H di intersezione tra mo ed r:

x4y =0,
r—4y+ 2z =0,
r—y—>5z+16=0.
Si ottiene H = (—32, 18, 50). Infine, d(P,r) = d(P, H) = /2.
¢) La massima distanza tra un piano contenente r e P deve coincidere con la distanza di

P dar, cio % 1l ptano w3 che la realizza deve essere ortogonale alla retta per P e per

H, dunque deve avere parametri di giacitura proporzionali al vettore P — H = (1 + ég, 2—
%g, 3— ) (%, %, 217) Il piano ha dunque equazione cartesiana gsc + 27y + 272 +d=0.
Szccome contiene r, che una retta passante per l’origine, anche w3 passa per l'origine e

dunque d = 0. In deﬁmtwa 3 ﬁx + 27y + 272 = 0.

Esercizio 3 E data la conica v T —2y? — 122y + 102+ 2 = 0.

a) Determinare la forma canonica di 7.

b) Verificare che ¢ una conica a centro; determinare le coordinate del centro e le
equazioni degli assi (nel riferimento (O;x,y)).

c) Se g : 7Tx? +ky? — 122y + 10z +2 = 0 determinare i valori di k per i quali ; racchiude
una porzione finita di piano.

Soluzione.

7 —6 5
a) Le matrici associate alla conica sono QQ = (—76 :g> eA=|—-6 =2 0]. Abbiamo
5 0 2
det@ = —50, tr@ = 5, detA = —50. Gli autovalori di ) sono dunque A = 10, p = —5.
La forma canonica dunque
10X? - 5Y%+1=0.

b) La conica v rappresenta un’iperbole reale. Le coordinate del centro sono date da
(—5, 3) Gli assi dell’iperbole, nel sistema di riferimento (O; x,y) sono dati dalle equazioni
degli autospazi associati a A e p. In particolare, E(10) ha equazione x +2y = 0 ed E(—5)
ha equazione 2x — y=0.



. _6) 7T 65

¢) Le matrici associate alla conica sono Qy = ( eAr=|—-6 k£ 0. La
B 5 0 2

curva 7y, racchiude una porzione finita di piano se e solo se wun’ellisse reale (o al pi

un’ellisse degenere in quanto coinciderebbe con un punto). Perch sia un’ellisse occorre

detQr = 7k — 36 > 0, cio k > %. Perch sia reale, dobbiamo avere det AptrQy = —(7 +

k)(72 + 11k) < 0, che si verifica per k < =7 o k > —171. Dungue, nel caso dell’ellisse

(k > 3—76), st ha sempre k > —%. Dunque per ogni k > 3—76 st ha un’ellisse reale.



