
Geometria Differenziale: Parte 2

Alessandro Savo, Lezioni 2019

29 ottobre 2019

Indice

1 Curve dello spazio 2
1.1 Curve regolari . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2
1.2 Curve piane . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3
1.3 Ascissa curvilinea e lunghezza . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4
1.4 Eliche circolari . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4

2 Curvatura e torsione 5
2.1 Curvatura, riferimento di Frenet . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5
2.2 Torsione, formule di Frenet . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6
2.3 Curvatura e torsione di un’elica circolare . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7
2.4 Piano osculatore . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8
2.5 Distanza di un punto da un piano . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8
2.6 Curve con torsione nulla . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10
2.7 Curvatura e torsione in una parametrizzazione qualunque . . . . . . . . . . . . . 10
2.8 Triedro di Frenet in una parametrizzazione arbitraria . . . . . . . . . . . . . . . . 12
2.9 Esempio: elica circolare . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13
2.10 Esempio: cubica gobba . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14
2.11 Piano normale, piano rettificante . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

3 Teoremi di rigidità 15
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1 Curve dello spazio

1.1 Curve regolari

La definizione di curva parametrizzata dello spazio si ottiene dall’analoga definizione nel
piano aggiungendo una terza coordinata.
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Definizione. Una curva parametrizzata dello spazio è un’ applicazione α : I → R3 di
classe C∞ definita su un intervallo I di R. Quindi

α(t) =

x(t)
y(t)
z(t)


dove x(t), y(t), z(t) sono funzioni differenziabili di t ∈ I. Il vettore

α′(t) =

x′(t)y′(t)
z′(t)


è detto vettore velocità (o vettore tangente) della curva in t ∈ [a, b]. L’insieme di punti

{α(t) : t ∈ I}

è detto traccia della curva α.

• La curva α è detta regolare in t se il vettore velocità in t non è nullo:

α′(t) 6= 0.

α(t) è regolare su un intervallo I se è regolare in tutti i punti di I. Le curve regolari hanno
una retta tangente in ogni punto della loro traccia: la direzione della retta tangente in t0
è definita dal vettore α′(t0).

1.2 Curve piane

Diremo che α è una curva piana se la sua traccia è contenuta in un piano dello spazio
(non necessariamente il piano z = 0 !). La curva α è sghemba se non è piana.

Esempi. La curva:

α(t) =

 1 + t
−2t

2 + 3t


definisce una retta dello spazio, che è ovviamente contenuta in un piano (in realtà, in
infiniti piani diversi).

La curva

α(t) =

3 cos t
1

3 sin t


definisce una circonferenza di raggio 3 che giace nel piano y = 1.

Notiamo che α è piana se e solo se esistono numeri reali a, b, c, d, con a, b, c non tutti nulli,
tali che:

ax(t) + by(t) + cz(t) + d = 0 per ogni t ∈ I.
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Questo è anche un criterio che ci permette di determinare esplicitamente il piano conte-
nente la curva.

Esempio. La curva

α :


x = t

y = t2

z = t3

è detta cubica gobba. Si verifica facilmente che α è sghemba, poiché l’equazione:

at+ bt2 + ct3 + d = 0

è verificata (su un intervallo) se e solo se a = b = c = d = 0.

Esercizio. Verificare che la curva

α(t) =

 1 + t
1 + t2

t+ t2


è piana, e determinare l’equazione del piano che la contiene.

Soluzione. Dobbiamo studiare l’equazione in a, b, c:

a(1 + t) + b(1 + t2) + c(t+ t2) + d = 0

che deve risultare valida per ogni t. La riscriviamo:

(a+ b+ d) + (a+ c)t+ (b+ c)t2 = 0

e otteniamo il sistema omogeneo: 
a+ b+ d = 0

a+ c = 0

b+ c = 0

che ammette ∞1 soluzioni, tutte proporzionali a

a = 1, b = 1, c = −1, d = −2.

Dunque il piano cercato contenente la curva è:

x+ y − z − 2 = 0.
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1.3 Ascissa curvilinea e lunghezza

Ascissa curvilinea. La lunghezza di una arco di curva, e la funzione ascissa curvilinea,
sono definite in modo del tutto analogo al caso piano. In particolare, l’ascissa curvilinea
con origine in t = a è la funzione

s(t) =

∫ t

a

|α′(u)| du =

∫ t

a

√
x′(u)2 + y′(u)2 + z′(u)2 du,

e ogni curva può essere riparametrizzata dall’ascissa curvilinea, nel senso che, data α :
[a, b]→ R3, possiamo scrivere

α(t) = ᾱ(s(t))

con ᾱ : [0, L]→ R3 parametrizzata dall’ascissa curvilinea (L è la lunghezza dell’arco).

1.4 Eliche circolari

Un’elica circolare (a meno di isometrie dello spazio) è una curva parametrizzata nel modo
seguente:

α :


x = R cos t

y = R sin t

z = bt

t ∈ R (1)

con R, b parametri reali non-nulli. Se R = 0 otteniamo una retta (l’asse z); se b = 0
otteniamo una circonferenza nel piano xy. Poichè x2 + y2 = R2 e poiche’, per un punto
(x, y, z) dello spazio, la quantità x2 +y2 misura la distanza del punto dall’asse z, la traccia
di α è contenuta nel cilindro circolare retto C, luogo dei punti a distanza R dall’asse z,
avente equazione

C : x2 + y2 = R2.

• Chiameremo R raggio dell’elica, e supporremo R > 0.

Le rette parallele all’asse z e interamente contenute nel cilindro C, sono dette genera-
trici del cilindro. L’elica divide ogni generatrice in infiniti intervalli, tutti della stessa
lunghezza.

• Tale lunghezza è detta passo dell’elica, ed è data dalla quantità p
.
= 2π|b|.

Infatti, il passo è precisamente dato dal valore costante p = |α(t+ 2π)− α(t)|, per ogni
t. In altre parole, il passo è la distanza minima tra due punti dell’elica che giacciono sulla
medesima verticale.

Calcoliamo l’ascissa curvilinea dell’elica in (1). Abbiamo

α′(t) =

−R sin t
R cos t
b

 , |α′(t)| =
√
R2 + b2.
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Dunque l’ascissa curvilinea con origine in t = 0 è

s(t) =

∫ t

0

|α′(u)| du = t
√
R2 + b2.

In particolare, la lunghezza di un ”giro” dell’elica è data da

s(2π)− s(0) = 2π
√
R2 + b2.

Ne segue che

t =
s√

R2 + b2

e la riparametrizzazione di α dall’ascissa curvilinea è

ᾱ(s) =


R cos

s√
R2 + b2

R sin
s√

R2 + b2

bs√
R2 + b2

 , s ∈ (−∞,∞).

2 Curvatura e torsione

2.1 Curvatura, riferimento di Frenet

Sia ora α : [0, L]→ R3 una curva PAC. Il vettore:

T (s)
.
= α′(s)

ha norma unitaria costante, ed è detto versore tangente alla curva. Poniamo:

k(s) = |α′′(s)|

Definizione. k(s) è detta curvatura di α in s.

• Se k(s) = 0, diremo che s è un punto di flesso di α.

• Se il vettore accelerazione T ′(s) = α′′(s) è non-nullo in s, diremo che la curva α è
biregolare in s. Notiamo che, se una curva è biregolare su un intervallo I, si ha k(s) > 0
per ogni s ∈ I; dunque, contrariamente al caso piano:

Nota: la curvatura di una curva biregolare dello spazio è sempre positiva.

Ricorderemo che nel piano, fissato il versore tangente T (s), ci sono solo due scelte per il
versore normale N(s), e per convenzione abbiamo scelto N(s)

.
= JT (s), dove J rappre-

senta la rotazione di π/2 nel verso antirorario.

Nello spazio ci sono infiniti versori ortogonali a T (s), e dunque dobbiamo scegliere una
direzione ortogonale privilegiata. Tale direzione naturale è quella del vettore accelerazione
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α′′(s). Ora, poiché |α′(s)| ha norma costante, si dimostra, come nel caso piano, che α′′(s)
è ortogonale a α′(s) = T (s).

• Se la curva è biregolare (α′′(s) non nullo), definiremo versore normale di α il vettore:

N(s)
.
=

1

|α′′(s)|
· α′′(s).

• Infine, il vettore
B(s)

.
= T (s) ∧N(s)

ha norma unitaria ed è ortogonale sia a T (s) che a N(s); tale vettore è detto versore
binormale in s.

Definizione. La terna ortonormale (T (s), N(s), B(s)) è detta riferimento di Frenet di
α in s.

Notiamo che il riferimento di Frenet è positivamente orientato. Valgono dunque le seguenti
identità: 

B = T ∧N
T = N ∧B
N = B ∧ T

2.2 Torsione, formule di Frenet

Siccome α′′(s) = T ′(s) possiamo scrivere (come nel caso piano):

T ′(s) = k(s)N(s),

Ora deriviamo l’identità 〈B(s), T (s)〉 = 0, ottenendo:

〈B′(s), T (s)〉+ 〈B(s), T ′(s)〉 = 0.

Siccome 〈B(s), T ′(s)〉 = k(s)〈B(s), N(s)〉 = 0, si ha che B′(s) è ortogonale a T (s): esso
è anche ortogonale anche a B(s) (poichè B(s) ha norma costante). Dunque B′(s) sarà
parallelo a N(s) e possiamo scrivere

B′(s) = τ(s)N(s)

per una funzione τ(s).

• τ(s) è detta torsione di α in s.

Infine, da B(s) = T (s)∧N(s) si vede subito che N(s) = B(s)∧ T (s). Derivando rispetto
a s otteniamo:

N ′(s) = B′(s) ∧ T (s) +B(s) ∧ T ′(s).
Dalle formule precedenti, otteniamo

N ′(s) = τ(s)N(s) ∧ T (s) + k(s)B(s) ∧N(s)

= −τ(s)B(s)− k(s)T (s).
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Teorema 1. Sia (T (s), N(s), B(s)) il triedro di Frenet. Allora abbiamo le seguenti
relazioni, dette Formule di Frenet:

T ′(s) = k(s)N(s)

N ′(s) = −k(s)T (s)− τ(s)B(s)

B′(s) = τ(s)N(s)

(2)

In forma matriciale:

(T ′(s), N ′(s), B′(s)) = (T (s), N(s), B(s))

 0 −k(s) 0
k(s) 0 τ(s)

0 −τ(s) 0

 .

2.3 Curvatura e torsione di un’elica circolare

Ricordiamo che un’elica circolare di parametri R > 0, b ammette parametrizzazione, in
termini dell’ascissa curvilinea, data da:

α(s) =

R cos s
λ

R sin s
λ

bs

λ

 , s ∈ (−∞,∞),

dove si è posto per brevità:
λ =
√
R2 + b2.

Un calcolo mostra che la terna di Frenet è data da:

T (s) =
1

λ

−R sin s
λ

R cos s
λ

b

 , N(s) =

− cos s
λ

− sin s
λ

0

 , B(s) =
1

λ

 b sin s
λ

−b cos s
λ

R


Derivando, otteniamo le relazioni:

T ′(s) =
R

λ2
N(s), B′(s) = − b

λ2
N(s).

Ricordando la definizione di curvatura e torsione, si vede che

k(s) =
R

R2 + b2
, τ(s) = − b

R2 + b2
,

funzioni non dipendenti da s. Dunque:

Proposizione 2. La curvatura e la torsione di un’elica circolare sono entrambe costanti.

Dimostreremo che, a meno di isometrie dello spazio, le eliche circolari sono le uniche curve
con curvatura e torsione entrambi costanti.
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2.4 Piano osculatore

Definizione. Sia α(s) una curva parametrizzata dall’ascissa curvilinea, che sia biregolare
in s. Il piano per α(s) contenente i vettori T (s), N(s) si dice piano osculatore di α in s.

• Tale piano coincide con il piano generato da α′(s), α′′(s), ed è il piano passante per
α(s) ortogonale al vettore B(s).

Notiamo che, se la curva α è piana, contenuta nel piano π, allora il piano osculatore
coincide, in tutti i punti, con il piano π. In generale, il piano osculatore di α in s0 è il
piano che meglio approssima α nelle vicinanze di α(s0).

2.5 Distanza di un punto da un piano

Osserviamo innanzitutto che, nell’equazione di un piano π : ax+ by+ cz+d = 0 il vettore

v =

ab
c

 è sempre ortogonale al piano stesso. Possiamo fare in modo che v abbia norma

unitaria (a2 +b2 +c2 = 1), e chiamare v versore normale di π (ce ne sono due, uno opposto
dell’altro).

Sia dunque π il piano passante per p0 di versore normale v. Dato un punto p dello spazio,
la distanza di p dal piano π si esprime con la formula:

d(p, π) = 〈p− p0, v〉.

Tale distanza ha un segno: è positiva nel semispazio aperto per il quale v è entrante, e
negativa nel semispazio opposto.

Proposizione 3. Sia α(s) una curva biregolare, e sia p0 = α(0). Fissato un piano π per
α(0), si consideri la funzione

ψ(s) = 〈α(s)− α(0), π〉,

che misura la distanza di α(s) dal piano π. Allora:

a) Il piano osculatore di α in α(0) è l’unico piano per α(0) tale che ψ(s) = o(s2) per
s→ 0.

b) Se π è il piano osculatore in α(0), si ha:

ψ(s) = −k(0)τ(0)

6
s3 + o(s3).

In particolare, se la torsione è nulla in α(0), allora ψ(s) = o(s3).

In altre parole, il piano osculatore è l’unico piano per α(0) tale che la distanza di α(s) da
tale piano è un infinitesimo di ordine superiore a 2 quando s→ 0.
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Dimostrazione. a) Ricordiamo lo sviluppo di Taylor di ψ in s = 0:

ψ(s) = ψ(0) + ψ′(0)s+
1

2
ψ′′(0)s2 +

1

6
ψ′′′(0)s3 + o(s3).

Dire che ψ(s) = o(s2) quando s→ 0 equivale a dire che

ψ(0) = ψ′(0) = ψ′′(0) = 0.

Calcoliamo le derivate della funzione ψ, fino all’ordine 3, utilizzando le formule di Frenet.
Abbiamo

ψ′(s) = 〈α′(s), v〉 = 〈T (s), v〉
ψ′′(s) = 〈T ′(s), v〉 = k(s)〈N(s), v〉
ψ′′′(s) = k′(s)〈N(s), v〉+ k(s)〈N ′(s), v〉

= k′(s)〈N(s), v〉 − k(s)τ(s)〈B(s), v〉 − k(s)2〈T (s), v〉

(3)

Ora α(0) appartiene al piano, quindi ψ(0) = 0. Inoltre:{
ψ′(0) = 〈T (0), v〉
ψ′′(0) = k(0)〈N(0), v〉

Dunque ψ′(0) = ψ′′(0) = 0 se e solo se v è ortogonale sia a T (0) che a N(0), dunque
parallelo a B(0). Ma dire che v è parallelo a B(0) equivale a dire che π è proprio il piano
osculatore di α in 0.
In conclusione ψ′(0) = ψ′′(0) = 0 se solo se π è il piano osculatore di α in α(0).

b) Supponiamo ora che π sia il piano osculatore in α(0), cioè v = B(0). Dalla (3) vediamo
che

ψ′′′(0) = −k(0)τ(0),

e b) segue dallo sviluppo di Taylor di ψ in s = 0.

2.6 Curve con torsione nulla

Abbiamo visto che il piano osculatore di una curva in un punto è il piano che meglio
approssima la curva nel punto. Il piano osculatore, in generale, varia con il punto; poichè
la sua giacitura è identificata dal versore binormale, e la torsione è definita in funzione
della derivata del versore binormale, possiamo dire che la torsione misura di quanto varia
il piano osculatore lungo la curva. In particolare, se la torsione è nulla, il piano osculatore
è sempre lo stesso, e la curva è piana. Questo si esprime in modo rigoroso nel teorema
che segue.

Teorema 4. Una curva è piana se e solo se ha torsione identicamente nulla.

Dimostrazione. Se una curva è piana, contenuta nel piano π, allora π è il piano osculatore
di α in qualsiasi punto di α. Poiché il piano osculatore ha versore normale dato da B(s),
si ha che B(s) deve essere costante, dunque B′(s) = 0 e quindi τ(s) = 0.
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Viceversa, supponiamo che τ(s) sia identicamente nulla. Allora B(s) è costante e quindi
B(s) = B(0)

.
= B. Vogliamo dimostrare che 〈α(s)− α(0), B〉 = 0, cosicché α(s) è

interamente contenuta nel piano passante per α(0) ortogonale a B. Poniamo:

ψ(s) = 〈α(s)− α(0), B〉.

Si ha:
ψ′(s) = 〈α′(s), B〉 = 〈T (s), B(0)〉 = 〈T (s), B(s)〉 = 0

per ogni s; poiché ψ(0) = 0 , abbiamo ψ(s) = 0 per ogni s, dunque l’asserto.

2.7 Curvatura e torsione in una parametrizzazione qualunque

Ricordiamo che l’ascissa curvilinea di una curva regolare α : [a, b]→ R3, definita come:

s(t) =

∫ t

0

|α′(u)| du,

è una funzione crescente s : [a, b] → [0, L], dove L è la lunghezza totale di α. Riparame-
trizzare α dall’ascissa curvilinea significa considerare la curva ᾱ : [0, L]→ R3 definita da
ᾱ = α ◦ s−1. Dunque, per ogni t ∈ [a, b] si ha:

α(t) = ᾱ(s(t)).

È evidente che α e ᾱ hanno identica traccia, e che ᾱ ha velocità scalare costante:

|ᾱ′(s)| = 1

per ogni s. Ora la curvatura è stata definita per una curva PAC. Se α = α(t) è pa-
rametrizzata dall’ascissa curvilinea, definiamo curvatura di α in t la curvatura di ᾱ in
s(t):

kα(t)
.
= kᾱ(s(t)).

In modo analogo, la torsione di α in t è, per definizione, la torsione di ᾱ in s(t). L’idea
è che curvatura e torsione sono proprietà geometriche della traccia di α, non dipendenti
dalla parametrizzazione, e che in effetti i punti α(t) e ᾱ(s(t)) coincidono.
In questa sezione ci proponiamo di calcolare la curvatura e la torsione senza dover ripa-
rametrizzare la curva dall’ascissa curvilinea.
Si hanno le seguenti espressioni.

Teorema 5. Sia α : [a, b]→ R3 una curva biregolare, non necessariamente parametrizzata
dall’ascissa curvilinea. Allora si ha:

kα(t) =
|α′(t) ∧ α′′(t)|
|α′(t)|3

, τα(t) = −det(α′(t), α′′(t), α′′′(t))

|α′(t) ∧ α′′(t)|2
.

In particolare, la curva è piana se e solo se det(α′(t), α′′(t), α′′′(t)) = 0 per ogni t, ovvero,
se e solo se i vettori α′, α′′, α′′′ sono ovunque linearmente dipendenti.
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Dimostrazione. Possiamo scrivere

α(t) = ᾱ(s(t)),

con ᾱ parametrizzata dall’ascissa curvilinea. Poniamo

s′(t) = |α′(t)| .= v(t).

In ciò che segue dobbiamo ricordare che il parametro s è funzione di t; dalla regola di
derivazione delle funzioni composte:

α′(t) = ᾱ′(s)s′(t),

ovvero
α′(t) = v(t)T (s).

Si ha poi:
α′′(t) = v′(t)T (s) + v(t)2T ′(s)

= v′(t)T (s) + v(t)2k(s)N(s)
(4)

dove k(s) denota la curvatura di ᾱ in s. Notiamo che per definizione k(s) = kα(t). Quindi:

α′(t) ∧ α′′(t) = v(t)3k(s)B(s), (5)

da cui otteniamo, prendendo la norma ad ambo i membri:

k(s) =
|α′(t) ∧ α′′(t)|
|α′(t)|3

. (6)

Derivando (4):

α′′′(t) = v′′(t)T (s) + v′(t)v(t)T ′(s) + (v(t)2k(s))′N(s) + v(t)3k(s)N ′(s)

Considerato che T ′ = kN,N ′ = −kT − τB possiamo scrivere:

α′′′(t) = f(t)T + g(t)N + h(t)B

dove f(t), g(t) sono opportune funzioni di t (che non ci interessa al momento calcolare
esplicitamente), e dove h(t) = −v(t)3k(s)τ(s). Considerata la (5):

〈α′(t) ∧ α′′(t), α′′′(t)〉 = v(t)3k(s)h(t) = −v(t)6k(s)2τ(s).

Dall’espressione di k(s) in (6) vediamo che

v(t)6k(s)2 = |α′(t) ∧ α′′(t)|2;

ricordando che
〈α′(t) ∧ α′′(t), α′′′(t)〉 = det(α′(t), α′′(t), α′′′(t)),

si ha infine l’asserto:

τα(t) = −det(α′(t), α′′(t), α′′′(t))

|α′(t) ∧ α′′(t)|2
.

11



2.8 Triedro di Frenet in una parametrizzazione arbitraria

Il vettore α′(t) è tangente alla curva; il vettore

T (t) =
1

|α′(t)|
α′(t) (7)

è tangente e ha norma unitaria; dunque T (t) è il versore tangente della curva in α(t).

Ora, sappiamo che α′(t) ∧ α′′(t) è ortogonale al piano osculatore, dunque è parallelo al
versore binormale; dalla (5) i vettori hanno lo stesso verso e dunque:

B(t) =
1

|α′(t) ∧ α′′(t)|
α′(t) ∧ α′′(t). (8)

Infine, poichè (T,N,B) formano una base ortonormale positivamente orientata, dalla
condizione B = T ∧N avremo anche

N(t) = B(t) ∧ T (t). (9)

Riassumendo:

Proposizione 6. La terna di Frenet della curva α = α(t) è data da:

T (t) =
1

|α′(t)|
α′(t), B(t) =

1

|α′(t) ∧ α′′(t)|
α′(t) ∧ α′′(t), N(t) = B(t) ∧ T (t)

Tali formule permettono il calcolo esplicito del riferimento di Frenet in una qualsiasi
parametrizzazione.

Esempio. Determiniamo il versore binormale della curva

α(t) =

 1 + t
t+ t2

1 + t2

 , t ∈ R.

Abbiamo

α′(t) =

 1
1 + 2t

2t

 , α′′(t) =

0
2
2

 , α′(t) ∧ α′′(t) =

 2
−2
2

 ,

e il versore binornale è:

B(t) =
1√
3

 1
−1
1

 .

Poichè B(t) = B(0) è costante, la curva è piana; in effetti, il piano che la contiene è quello
passante per α(0) = (1, 0, 1) di versore normale B(0), la cui equazione è

π : x− y + z − 2 = 0.
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2.9 Esempio: elica circolare

La curva: 
x = cos t

y = sin t

z = t

è un esempio di elica circolare. La traccia della curva è contenuta nel cilindro dello spazio
di equazione x2 + y2 = 1.
Si ha:

α(t) =

cos t
sin t
t

 , α′(t) =

− sin t
cos t

1

 , α′′(t) =

− cos t
− sin t

0

 .

Si vede che la curva è regolare. Ora:

α′(t) ∧ α′′(t) =

 sin t
− cos t

1


e un calcolo mostra che la terna di Frenet è data da:

T (t) =
1√
2

− sin t
cos t

1

 , N(t) =

cos t
sin t

0

 , B(t) =
1√
2

 sin t
− cos t

1

 .

Inoltre
|α′(t)| =

√
2, |α′(t) ∧ α′′(t)| =

√
2,

e la curvatura:

k(t) =
|α′(t) ∧ α′′(t)|
|α′(t)|3

=
1

2
.

è costante. Per quanto riguarda la torsione, dobbiamo calcolare la derivata terza:

α′′′(t) =

 sin t
− cos t

0

 .

Risulta che
〈α′(t) ∧ α′′(t), α′′′(t)〉 = 1,

dunque

τ(t) = −1

2
.
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2.10 Esempio: cubica gobba

Un esempio di cubica gobba è dato dalla curva:
x = t

y = t2

z = 2t3

È una curva piana ? Vediamo se è possibile trovare a, b, c, d tali che l’equazione

ax(t) + by(t) + cz(t) + d = 0,

sia verificata per ogni t. Questa diventa

at+ bt2 + 2ct3 + d = 0

che è vera per ogni t solo se a, b, c, d sono tutti nulli. Dunque, la curva è sghemba, e
verificheremo questa cosa in modo indipendente, calcolando la torsione.

Abbiamo:

α(t) =

 t
t2

2t3

 , α′(t) =

 1
2t
6t2

 , α′′(t) =

 0
2

12t

 , α′′′(t) =

 0
0
12

 .

Dunque:
|α′(t)|2 = 1 + 4t2 + 36t4

Notiamo che la curva è biregolare per ogni valore di t. Veniamo alla curvatura. Si ha:

α′(t) ∧ α′′(t) =

 12t2

−12t
2


quindi:

k(t) =

√
144t4 + 144t2 + 4

(1 + 4t2 + 36t4)3
.

Ora la torsione. Si ha:
〈α′(t) ∧ α′′(t), α′′′(t)〉 = 24.

Dunque

τ(t) = − 6

36t4 + 36t2 + 1
.
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2.11 Piano normale, piano rettificante

Abbiamo già definito il piano osculatore di una curva dello spazio, in s, come il piano
per α(s) generato dai vettori T (s) e N(s), quindi il piano per α(s) ortogonale al versore
binormale B(s).

• Il piano per α(s) ortogonale a T (s) è detto piano normale;

• il piano per α(s) ortogonale a N(s) è detto piano rettificante.

Esercizio. Determinare il triedro di Frenet e le equazioni dei piani: osculatore, normale
rettificante, per la curva (cubica gobba) precedente, per il valore t = 1, ovvero nel punto

α(1) =

1
1
2

.

3 Teoremi di rigidità

Abbiamo visto che, nel piano, esiste un’unica curva con curvatura assegnata punto per
punto (a meno di isometrie). Nello spazio, invece, ci sono infinite curve non-congruenti
con la stessa curvatura: ad esempio, ci sono infinite eliche non-congruenti con curvatura
costante uguale a 1 (scrivere esplicitamente una parametrizzazione di tale famiglia di
curve).

Risulta però che se, oltre a prescrivere la curvatura, assegnamo anche la torsione, allora
avremo l’unicità (ovviamente, a meno di isometrie): questo è un importante risultato che
prende il nome di teorema di rigidità.

Come prima cosa, verifichiamo il fatto intuitivo che la curvatura e il valore assoluto della
torsione sono invarianti per isometrie dello spazio. Precisamente si ha :

Teorema 7. Sia α : [0, L] → R3 una curva biregolare, e sia f un’isometria di R3. Si
consideri la curva β = f ◦ α : [0, L]→ R3. Allora si ha per ogni s ∈ [0, L]:

kβ(s) = kα(s)

e inoltre

τβ(s) =

{
τα(s) se f è diretta,

− τα(s) se f è inversa.

La dimostrazione è lasciata per esercizio.

Data una curva biregolare α : [0, L]→ R sia (T (s), N(s), B(s)) il suo riferimento di Frenet
in s. Allora si ha:

(T ′(s), N ′(s), B′(s)) = (T (s), N(s), B(s))

 0 −kα(s) 0
kα(s) 0 τα(s)

0 −τα(s) 0


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Denotiamo con X(s) la matrice 3× 3 di colonne T (s), N(s), B(s). Scriveremo dunque

X(s) = (T (s), N(s), B(s))

identificando la terna di Frenet con la matrice X(s). Poichè il riferimento di Frenet è
ortonormale, e positivamente orientato, la matrice X(s) è ortogonale, con detX(s) = 1
per ogni s. Le formule di Frenet si esprimono in forma matriciale:

X ′(s) = X(s)A(s) (10)

dove

A(s) =

 0 −kα(s) 0
kα(s) 0 τα(s)

0 −τα(s) 0


e dove X ′(s) denota la matrice che si ottiene derivando le entrate di X(s). Notiamo che
la matrice A(s) è antisimmetrica per ogni s.

• Sia Mat(n×n) lo spazio vettoriale delle matrici quadrate di ordine n. La (10) è dunque
un’equazione differenziale nell’incognita X(s) ∈Mat(n×n). Sviluppando il prodotto righe
per colonne a destra, e uguagliando le entrate corrispondenti, la (10) è equivalente a un
sistema omogeneo di equazioni differenziali lineari di n2 equazioni in n2 incognite, del
primo ordine: il riferimento di Frenet X(s) è dunque una soluzione di tale sistema.

In effetti, il seguente lemma, che è conseguenza della teoria delle equazioni differenziali,
ci sarà utile.

Lemma 8.

a) Sia A : [0, L] → Mat(n × n) una funzione matriciale di s ∈ [0, L], che assumeremo
continua. Allora, l’equazione differenziale{

X ′(s) = X(s)A(s)

X(0) = X0

(11)

nell’incognita X(s) ∈Mat(n×n) e con dato iniziale X0 ∈Mat(n×n), ammette un’unica
soluzione X(s).

b) Se la matrice A(s) è antisimmetrica per ogni s, e se il dato iniziale X0 è una matrice
ortogonale (risp. X0 ∈ SO(n)) allora la soluzione X(s) è una matrice ortogonale per ogni
s ∈ [0, L] (risp. X(s) ∈ SO(n) per ogni s).

Dimostrazione. a) L’esistenza e unicità della soluzione del problema (11) è conseguenza
della teoria delle equazioni differenziali.

b) Supponiamo ora che A(s) sia antisimmetrica per ogni s. Vogliamo dimostrare che

X(s)X(s)t = I
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per ogni s. Ora, prendendo la trasposta ad ambo i membri di (11) otteniamo:

(X ′(s))t = A(s)tX(s)t.

Poichè la trasposta della derivata è uguale alla derivata della trasposta, si ha (X ′(s))t =
d

ds
(X(s)t); siccome A(s) è antisimmetrica (A(s)t = −A(s)) otteniamo

d

ds
(X(s)t) = −A(s)X(s)t.

Dunque:
d

ds
(X(s)X(s)t) =

d

ds
X(s) ·X(s)t +X(s) · d

ds
(X(s)t)

= X(s)A(s)X(s)t −X(s)A(s)X(s)t

= 0.

Poichè X(0)X(0)t = I, si ha in effetti X(s)X(s)t = I per ogni s, dunque X(s) è ortogonale
per ogni s. Infine, se detX(0) = 1 allora, per la continuità della funzione s 7→ detX(s),
si deve avere detX(s) = 1 per ogni s.

Dimostriamo ora il seguente teorema di rigidità.

Teorema 9. Date due funzioni: k̄ : [0, L] → R, τ̄ : [0, L] → R (con k̄(s) > 0 per ogni

s), dato un punto α0 =

x0

y0

z0

 e data una terna ortonormale (T0, N0, B0) positivamente

orientata, allora esiste un’unica curva biregolare α : [0, L]→ R3 tale che:

1) α(0) = α0;

2) il riferimento di Frenet di α in s = 0 è (T0, N0, B0);

3) kα(s) = k̄(s), τα(s) = τ̄(s) per ogni s ∈ [0, L].

Dimostrazione. Lo schema è il seguente.

Primo passo. In primo luogo determiniamo quello che dovra’ essere il riferimento di
Frenet X(s) = (t(s), n(s), b(s)) della curva incognita α = α(s): questo si puo’ fare risol-
vendo il sistema di equazioni differenziali (10) con matrice Ā(s) determinata dai valori
prescritti di curvatura e torsione.

Secondo passo. A questo punto dobbiamo definire la curva che sara’ soluzione del
problema. A tale scopo integriamo il versore velocità t(s) per ottenere il vettore posizione
α(s).

Terzo passo. Verifichiamo che la curva α cosi’ ottenuta verifica i requisiti del teore-
ma; in particolare, che il suo riferimento di Frenet in s coincide proprio con la terna
(t(s), n(s), b(s)), punto per punto.
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Consideriamo quindi il sistema di equazioni differenziali nell’incognita X(s) ∈Mat(3×3):

X ′(s) = X(s)Ā(s), (12)

dove

Ā(s) =

 0 −k̄(s) 0
k̄(s) 0 τ̄(s)

0 −τ̄(s) 0

 .

Dal lemma precedente, sappiamo che la soluzione X(s) di (12) esiste ed è univocamente
determinata dalle condizioni iniziali. Come condizioni iniziali imponiamo:

X(0) = (T0, N0, B0),

la matrice di colonne T0, N0, B0. Dunque X(0) ∈ SO(3) e, ancora per il lemma precedente,
X(s) ∈ SO(3) per ogni s. Indichiamo con

t(s), n(s), b(s)

le colonne di X(s) che dunque formano una base ortonormale positivamente orientata.
Consideriamo ora la curva:

α(s) =

∫ s

0

t(u) du+ α0. (13)

Vogliamo dimostrare che α(s) è l’unica curva che soddisfa i requisiti del teorema; in
particolare α è biregolare e, se indichiamo con (T (s), N(s), B(s)) il riferimento di Frenet
della curva α definita in (13), allora:

(T (s), N(s), B(s)) = (t(s), n(s), b(s))

per ogni s. Notiamo che α′(s) = t(s), che ha norma 1, e α(0) = α0 ; dunque α è regolare,
ed è parametrizzata dall’ascissa curvilinea. Quindi:

T (s) = t(s).

Ora:
α′′(s) = t′(s) = k̄(s)n(s).

Poichè k̄(s) > 0 per ogni s, risulta che α′′(s) 6= 0; dunque α è biregolare. Sappiamo che,
per definizione di curvatura:

α′′(s) = kα(s)N(s).

I vettori n(s) e N(s) coincidono con il versore di α′′(s), dunque sono uguali; di conseguenza

kα(s) = k̄(s)

per ogni s. Infine, poichè (T (s), N(s), B(s)) e (t(s), n(s), b(s)) sono entrambe positiva-
mente orientate, abbiamo necessariamente

B(s) = b(s)

18



Dunque i riferimenti (T (s), N(s), B(s)) e (t(s), n(s), b(s)) coincidono in ogni punto; in
altre parole, la terna (t(s), n(s), b(s)) è il riferimento di Frenet di α. A questo punto,
è immediato verificare che τα(s) = τ̄(s) per ogni s, e l’esistenza è dimostrata. Infine,
l’unicità è conseguenza dell’unicità della soluzione con dato iniziale fissato. Il teorema è
dunque dimostrato.

Il seguente corollario mostra che due curve con curvatura e torsione uguali, punto per
punto, differiscono per un’isometria diretta.

Corollario 10. Supponiamo che α : [0, L]→ R3 e β : [0, L]→ R3 siano due curve dello
spazio aventi curvatura e torsione uguali punto per punto:

kα(s) = kβ(s), τα(s) = τβ(s) per ogni s ∈ [0, L].

Allora esiste un’isometria diretta f dello spazio tale che

β(s) = f(α(s)).

Dimostrazione. Detti Fα(s) = (Tα(s), Nα(s), Bα(s)) e Fβ(s) = (Tβ(s), Nβ(s), Bβ(s)) i
riferimenti di Frenet, in s, di α e β, rispettivamente, sia A la matrice ortogonale che
trasforma Fα(0) in Fβ(0); notiamo che detA = 1, poichè il riferimento di Frenet di una
curva è positivamente orientato per ogni s. Consideriamo l’isometria diretta

f(x) = Ax+ b,

dove b = β(0)− Aα(0), e consideriamo la curva β̃ : [0, L]→ R3 definita da:

β̃
.
= f ◦ α.

Vogliamo dimostrare che β̃(s) = β(s). Notiamo che, siccome f è un’isometria diretta,
f ◦ α ha curvatura e torsione uguali a quelle di α, quindi anche uguali a quelle di β:

kβ̃(s) = kβ(s), τβ̃(s) = τβ(s).

Inoltre:
β̃(0) = f(α(0)) = β(0)

e, per costruzione, il riferimento di Frenet di β̃ = f ◦α coincide, in s = 0, con quello di β.
Per l’unicità dimostrata nel teorema precedente, si deve avere β̃(s) = β(s) per ogni s.

Concludiamo con il seguente enunciato, che riassume in modo sintetico i risultati che
abbiamo appena dimostrato.

Corollario 11. A meno di isometrie dirette, esiste un’unica curva dello spazio con cur-
vatura e torsione assegnate.
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4 Esercizi

Esercizio 1. Si consideri la curva (elica circolare):

α(t) =

a cos t
a sin t
bt

 , t ∈ R,

dove a > 0. Calcolare curvatura e torsione di α nel generico punto t.

Esercizio 2. a) Verificare che la curva
x = a1 + b1t+ c1t

2

y = a2 + b2t+ c2t
2

z = a3 + b3t+ c3t
2

è piana, per ogni scelta di ai, bi, ci.

b) Determinare l’equazione cartesiana del piano contenente la curva
x = 1 + t

y = 1 + t2

z = t+ t2

Esercizio 3. Studiare la curva

α(t) =

cos t
sin t
φ(t)

 , t > 0

dove φ(t) è una funzione positiva di t.

a) Calcolare la curvatura k(t) in funzione di φ(t), e determinare limt→∞ k(t) nel caso in
cui φ(t) = t2.

b) Trovare una funzione φ(t) per la quale α risulti piana.

c) Scrivere un’equazione differenziale che deve essere soddisfatta da φ(t) affinche’ α sia
una curva piana.

Esercizio 4. Data una funzione differenziabile ψ(t) definita per t > 0, si consideri la
curva:

α(t) =

ψ(t) cos t
ψ(t) sin t

t

 , t > 0.

Dimostrare che, se ψ(t) converge a zero, per t→∞, insieme alle sue derivate ψ′(t), ψ′′(t),
allora si ha

lim
t→∞

k(t) = 0.
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Esercizio 5. Si consideri la curva

α(t) =

 2t
t2

log t

 t ≥ 1.

Determinare:

a) La funzione ascissa curvilinea s(t), con origine in t = 1.

b) La curvatura e la torsione di α. Calcolare inoltre

lim
t→∞

k(t), lim
t→∞

τ(t).

c) È vero che il piano osculatore πt tende a un piano limite quando t→∞?

d) È vero che la terna di Frenet (T (t), N(t), B(t)) tende a una terna limite quando
t→∞?

Esercizio 6. È data la curva

α(t) =

 e−t cos t
e−t sin t√
1− e−2t

 t ∈ [1,+∞).

a) Verificare che α è regolare, e che la sua traccia è contenuta in una sfera.

b) È vero che esiste una costante c tale che |α′(t)| ≤ ce−t per ogni t ≥ 1 ? È vero che
l’arco da 1 a +∞ ha lunghezza totale finita ?

Esercizio 7. Si consideri la curva (cubica gobba):

α(t) =

 6t
6t2

4t3

 , t ≥ 0.

Dopo aver osservato che α è regolare per ogni t ∈ R, determinare la funzione ascissa cur-
vilinea s : [0,∞)→ R e calcolare la lunghezza della curva da t = 0 a t = 2. Determinare
inoltre:

b) curvatura e torsione nel punto α(t);

c) il triedro di Frenet nell’origine;

d) l’equazione della retta tangente nel punto α(2);

e) l’equazione del piano osculatore e del piano normale nel punto α(0).

Esercizio 8. È data la curva

α(t) =

 2− t2
1 + t

4 + 2t− t2


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a) Dopo aver osservato che α è regolare per ogni t ∈ R, determinare l’equazione della

retta tangente nel punto α(0).

b) Determinare curvatura e torsione della curva nel punto generico α(t).

c) Determinare il triedro di Frenet per il valore t = 1 e l’equazione di ciascuno dei piani:
osculatore, normale rettificante.

d) È vero che α è piana ? In tal caso, determinare l’equazione del piano che la contiene.

Esercizio 9. È data la curva

α(t) =

 cos t
1− e−t

sin t

 , t ≥ 0.

a) Determinare la curvatura k(t) e la torsione τ(t) di α al variare di t ∈ [0,∞).

b) Stabilire se esistono i seguenti limiti:

lim
t→+∞

k(t), lim
t→+∞

τ(t).

c) Sia πt il piano osculatore di α nel punto α(t). È vero che πt tende a un piano limite

quando t → ∞ ? È vero che la terna di Frenet (T (t), N(t), B(t)) converge a una terna
specifica ?

Esercizio 10. Sia α : [−L,L] → R una curva biregolare dello spazio, parametrizzata
dall’ascissa curvilinea s.

a) Scrivere lo sviluppo di Taylor, fino al terzo ordine, della funzione vettoriale α(s)
nell’intorno di s = 0, esprimendo i coefficienti in funzione del riferimento di Frenet in
s = 0 (vale a dire, in funzione della terna ortonormale (T (0), N(0), B(0)); usare le formule
di Frenet).

b) Determinare lo sviluppo di Taylor intorno a s = 0, fino al terzo ordine, di ciascuna
delle seguenti funzioni scalari:

ψ1(s) = 〈α(s)− α(0), T (0)〉, ψ2(s) = 〈α(s)− α(0), N(0)〉, ψ3(s) = 〈α(s)− α(0), B(0)〉.

Esercizio 11. Dato λ > 0, l’applicazione lineare Fλ : R3 → R3:

Fλ

xy
z

 =

λxλy
λz


di matrice canonica A =

λ 0 0
0 λ 0
0 0 λ

 è detta omotetia di fattore λ. Data una curva

α : [a, b]→ R3, si consideri la curva

β(t) = Fλ(α(t))
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ottenuta componendo α con l’omotetia Fλ.

a) Determinare β(t) se α è l’elica:

α(t) =

cos t
sin t
t

 .

b) Se α è una curva qualunque, calcolare kβ(t) e τβ(t) in funzione di kα(t) e τα(t).

c) È vero che la proprietà di essere una curva piana è invariante per omotetie ?

Esercizio 12. Studiare curvatura e torsione della curva

α(t) =

cos t
sin t
cos t

 , t ∈ R

e stabilire i valori massimi e minimi che puo’ assumere la sua curvatura.

Esercizio 13. Studiare curvatura e torsione della curva

α(t) =

 cos t
sin t

cos(2t)

 , t ∈ R.

Esercizio 14. Sia α : [0, L]→ R3 una curva parametrizzata dall’ascissa curvilinea, sia f
un’isometria di R3 e sia β l’immagine di α tramite f , cioè β = f ◦ α.

a) Dimostrare che kβ(s) = kα(s) per ogni s.

b) Dimostrare che

τβ(s) =

{
τα(s) se f è diretta,

− τα(s) se f è inversa.

Si assuma noto il seguente fatto. Se A è una matrice ortogonale di ordine 3 e u, v ∈ R3,
allora:

Au ∧ Av =

{
A(u ∧ v) se detA = 1,

− A(u ∧ v) se detA = −1.

Esercizio 15. Sia α : [0, L] → R3 una curva biregolare dello spazio parametrizzata dal-
l’ascissa curvilinea: α = α(s), e sia B(s) il versore binormale di α. Fissato un parametro
λ > 0, si consideri la curva αλ : [0, L]→ R3 definita da:

αλ(s) = α(s) + λB(s) per ogni s ∈ [0, L].

a) Discutere la regolarità di αλ, e dimostrare che la lunghezza di αλ sull’intervallo [0, L]

risulta maggiore o uguale della lunghezza di α su [0, L] per ogni scelta di λ. Dare inoltre
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una condizione geometrica necessaria e sufficiente affinche’ si abbia l’uguaglianza tra le
due lunghezze.

b) Supponiamo ora che α abbia curvatura e torsione costanti, diciamo k(s) = p, τ(s) = q
per opportuni numeri reali p, q, e per ogni s ∈ [0, L]. Calcolare la lunghezza di αλ e
stabilire se αλ ha anch’essa curvatura costante oppure no.

c) Supponiamo che α sia una curva piana. È vero che αλ si ottiene applicando ad α
un’opportuna isometria dello spazio ? Se è cosi’, quale ?

d) Calcolare la lunghezza di αλ se α : [0, 2π]→ R3 è cosi’ definita:

α(s) =
1√
2

cos s
sin s
s

 .
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