
1 
 

Equazioni che governano il moto: 

- 3 proiezioni dell’equazione di bilancio della quantità di moto lungo gli assi coordinati 

- equazione di continuità 

Nel caso di fluido incomprimibile l’equazione di continuità si scrive: 

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+

𝜕𝑣

𝜕𝑦
+

𝜕𝑤

𝜕𝑧
= 0                                         (1)  

e le tre proiezioni dell’equazione di bilancio della quantità di moto si possono scrivere nella forma 

𝜕𝑢

𝜕𝑡
+

𝜕𝑢𝑢

𝜕𝑥
+

𝜕𝑢𝑣

𝜕𝑦
+

𝜕𝑢𝑤

𝜕𝑧
= −

1

𝜌

𝜕𝑝

𝜕𝑥
−

1

𝜌
(

𝜕𝜏𝑥𝑥

𝜕𝑥
+

𝜕𝜏𝑦𝑥

𝜕𝑦
+

𝜕𝜏𝑧𝑥

𝜕𝑧
)                                       (2) 

      

𝜕𝑣

𝜕𝑡
+

𝜕𝑣𝑢

𝜕𝑥
+

𝜕𝑣𝑣

𝜕𝑦
+

𝜕𝑣𝑤

𝜕𝑧
= −

1

𝜌

𝜕𝑝

𝜕𝑦
−

1

𝜌
(

𝜕𝜏𝑥𝑦

𝜕𝑥
+

𝜕𝜏𝑦𝑦

𝜕𝑦
+

𝜕𝜏𝑧𝑦

𝜕𝑧
)                                       (3) 

      

𝜕𝑤

𝜕𝑡
+

𝜕𝑤𝑢

𝜕𝑥
+

𝜕𝑤𝑣

𝜕𝑦
+

𝜕𝑤𝑤

𝜕𝑧
= −

1

𝜌

𝜕𝑝

𝜕𝑧
−

1

𝜌
(

𝜕𝜏𝑥𝑧

𝜕𝑥
+

𝜕𝜏𝑧𝑦

𝜕𝑦
+

𝜕𝜏𝑧𝑧

𝜕𝑧
) − 𝑔                           (4) 

in cui 𝑢, 𝑣, 𝑤 sono le componenti del vettore velocità dell’acqua, 𝜏𝑖𝑗 rappresentano le componenti 

del tensore degli sforzi (viscosi + turbolenti), 𝑝 è la pressione e 𝜌 è la densità dell’acqua. 

Se si adottano le seguenti ipotesi: 

- flussi prevalentemente orizzontali 

- forze lungo la verticale trascurabili rispetto alla forza peso 

la pressione dinamica risulta trascurabile rispetto alla pressione idrostatica. 

In tal caso la terza equazione del moto si riduce all’equazione della pressione idrostatica che, 

espressa in termini relativi alla pressione atmosferica, si scrive nella seguente forma: 

𝑝 = 𝜌𝑔(ℎ𝑠 − 𝑧)           (5) 

Dove ℎ𝑠 indica la quota della superficie libera rispetto ad un piano orizzontale di riferimento  

e 𝑧 rappresenta la quota del generico punto rispetto allo stesso piano di riferimento. 

Si definisce inoltre la profondità 𝐻 = ℎ𝑠 − 𝑧𝑓; dove 𝑧𝑓  rappresenta la quota del fondo rispetto al 

piano di riferimento. 

Sostituendo l’espressione della pressione idrostatica nelle restanti 2 equazioni del moto, il nuovo 

sistema di equazioni risulta così costituito 

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+

𝜕𝑣

𝜕𝑦
+

𝜕𝑤

𝜕𝑧
= 0                                                                                                                                    (6) 
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𝜕𝑢

𝜕𝑡
+

𝜕𝑢𝑢

𝜕𝑥
+

𝜕𝑢𝑣

𝜕𝑦
+

𝜕𝑢𝑤

𝜕𝑧
= −𝑔

𝜕ℎ𝑠

𝜕𝑥
−

1

𝜌
(

𝜕𝜏𝑥𝑥

𝜕𝑥
+

𝜕𝜏𝑦𝑥

𝜕𝑦
+

𝜕𝜏𝑧𝑥

𝜕𝑧
)                                       (7) 

𝜕𝑣

𝜕𝑡
+

𝜕𝑣𝑢

𝜕𝑥
+

𝜕𝑣𝑣

𝜕𝑦
+

𝜕𝑣𝑤

𝜕𝑧
= −𝑔

𝜕ℎ𝑠

𝜕𝑦
−

1

𝜌
(

𝜕𝜏𝑥𝑦

𝜕𝑥
+

𝜕𝜏𝑦𝑦

𝜕𝑦
+

𝜕𝜏𝑧𝑦

𝜕𝑧
)                                       (8) 

Ciascuna delle tre equazioni viene integrata lungo la verticale, considerando come estremi di 

integrazione la quota del fondo (fissa nel tempo) e la quota della superficie libera (mobile nel 

tempo) e applicando le opportune condizioni al contorno riportate di seguito. 

 

Condizione di impenetrabilità al fondo 

Sia 𝐹𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 0 la funzione implicita, indipendente dal tempo, che definisce il luogo geometrico 

dei punti appartenenti al contorno solido (in questo caso il fondo del corpo idrico in questione). La 

condizione di impenetrabilità richiede che al fondo la componente della velocità normale al fondo 

sia nulla. Matematicamente la condizione si traduce nella seguente espressione 

𝑣⃗ ∙ 𝑔𝑟𝑎𝑑(𝐹𝑓) = 0                                                                                                                                          (9)   

Assumendo che la superficie del fondo sia espressa da una funzione analitica 𝑧 = 𝑧𝑓(𝑥, 𝑦), la 

funzione implicita che ne definisce il luogo geometrico si traduce nella forma  

𝐹𝑓 = 𝑧 − 𝑧𝑓(𝑥, 𝑦) = 0                                                                                                                                (10) 

Applicando alla (10) la relazione (9) si ottiene la condizione al fondo nella seguente forma: 

𝑤 − 𝑢
𝜕𝑧𝑓

𝜕𝑥
− 𝑣

𝜕𝑧𝑓

𝜕𝑦
= 0                                                                                                                                (11)

        

Condizione cinematica sulla superficie libera 

Sia 𝐹𝑠(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) = 0 la funzione implicita , dipendente dal tempo, che definisce il luogo geometrico 

dei punti appartenenti al contorno mobile (in questo caso la superficie libera del corpo idrico in 

questione). La condizione cinematica esprime l’impossibilità delle particelle di fluido di attraversare 

la superficie libera durante il suo moto. Matematicamente, ciò equivale a imporre che il luogo dei 

punti dello spazio che in un dato istante “t” costituiscono la superficie libera cambi nel tempo in 

accordo con lo spostamento compiuto (in direzione normale alla superfice stessa) dalle particelle di 

fluido che all’istante “t” occupano la posizione della superficie libera. Tale condizione si traduce 

nell’imporre che la derivata sostanziale della funzione implicita che rappresenta la superficie libera 

sia nulla 

  
𝜕𝐹𝑠

𝜕𝑡
= 0                                                                                                                                                          (12) 
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Assumendo che la superficie libera sia espressa da una funzione analitica 𝑧 = ℎ𝑠(𝑥, 𝑦, 𝑡), la 

funzione implicita che ne definisce il luogo geometrico si traduce nella forma:  

 𝐹𝑠 = 𝑧 − ℎ𝑠(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 0                                                                                                                             (13) 

Applicando alla (13) la relazione (12), si ottiene la condizione alla superficie libera nella seguente 

forma: 

 𝑤 −
𝜕ℎ𝑠

𝜕𝑡
− 𝑢

𝜕ℎ𝑠

𝜕𝑥
− 𝑣

𝜕ℎ𝑠

𝜕𝑦
= 0                                                                                                                        (14) 

 

Integrazione dell’equazione di continuità lungo la verticale    

A tal fine si applicano le regole di integrazione di Leibniz, che per una generica funzione f si 

scrivono 

𝜕

𝜕𝑥
∫ 𝑓𝑑𝑧

𝑏

𝑎

= ∫
𝜕𝑓

𝜕𝑥
𝑑𝑧

𝑏

𝑎

+ 𝑓(𝑏)
𝜕𝑏

𝜕𝑥
− 𝑓(𝑎)

𝜕𝑎

𝜕𝑥
                                                                                          (15) 

Integrando lungo z l’equazione di continuità e applicando le regole di Leibniz si ottiene: 

      

∫ (
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+

𝜕𝑣

𝜕𝑦
+

𝜕𝑤

𝜕𝑧
) 𝑑𝑧

ℎ𝑠

𝑧𝑓

=
𝜕

𝜕𝑥
∫ 𝑢𝑑𝑧 − 𝑢(ℎ𝑠)

𝜕ℎ𝑠

𝜕𝑥

ℎ𝑠

𝑧𝑓

+ 𝑢(𝑧𝑓)
𝜕𝑧𝑓

𝜕𝑥
+

𝜕

𝜕𝑦
∫ 𝑣𝑑𝑧 − 𝑣(ℎ𝑠)

𝜕ℎ𝑠

𝜕𝑦

ℎ𝑠

𝑧𝑓

+ 𝑣(𝑧𝑓)
𝜕𝑧𝑓

𝜕𝑦

+ 𝑤(ℎ𝑠) − 𝑤(𝑧𝑓)                                                                                                                 (16) 

Definendo per mezzo della  seguente espressione 𝑓̅ =  
1

𝐻
∫ 𝑓𝑑𝑧

ℎ𝑠

𝑧𝑓
 il valore mediato lungo la 

profondità per la generica funzione 𝑓, dove 𝐻 = ℎ𝑠 − 𝑧𝑧 esprime la profondità dell’acqua,  

l’equazione (16) diventa 

𝜕𝑢̅𝐻

𝜕𝑥
+

𝜕𝑣̅𝐻

𝜕𝑦
+ [𝑢(𝑧𝑓)

𝜕𝑧𝑓

𝜕𝑥
+ 𝑣(𝑧𝑓)

𝜕𝑧𝑓

𝜕𝑦
− 𝑤(𝑧𝑓)] −  (𝑢(ℎ𝑠)

𝜕ℎ𝑠

𝜕𝑥
+ 𝑣(ℎ𝑠)

𝜕ℎ𝑠

𝜕𝑦
− 𝑤(ℎ𝑠)) = 0   (17) 

Il termine tra parentesi quadre è nullo per la condizione di impenetrabilità al fondo mentre il 

termine tra parentesi tonde è pari a − 𝜕ℎ𝑠 𝜕𝑡⁄ , per la condizione cinematica alla superficie libera. Di 

conseguenza l’equazione (17) diventa 

𝜕𝑢̅𝐻

𝜕𝑥
+

𝜕𝑣̅𝐻

𝜕𝑦
+

𝜕ℎ𝑠

𝜕𝑡
= 0                                                                                                                                 (18) 
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Integrazione lungo la verticale delle equazioni di bilancio della quantità di moto 

Si integra lungo la verticale la proiezione lungo x dell’equazione di bilancio della quantità di moto 

∫ (
𝜕𝑢

𝜕𝑡
+

𝜕𝑢𝑢

𝜕𝑥
+

𝜕𝑢𝑣

𝜕𝑦
+

𝜕𝑢𝑤

𝜕𝑧
) 𝑑𝑧

ℎ𝑠

𝑧𝑓

= ∫ (−𝑔
𝜕ℎ𝑠

𝜕𝑥
−

1

𝜌
(
𝜕𝜏𝑥𝑥

𝜕𝑥
+

𝜕𝜏𝑦𝑥

𝜕𝑦
+

𝜕𝜏𝑧𝑥

𝜕𝑧
))

ℎ𝑠

𝑧𝑓

𝑑𝑧                     (19) 

Applicando le regole di Leibniz, l’integrale a primo membro dell’uguaglianza (19) diventa 

∫ (
𝜕𝑢

𝜕𝑡
+

𝜕𝑢𝑢

𝜕𝑥
+

𝜕𝑢𝑣

𝜕𝑦
+

𝜕𝑢𝑤

𝜕𝑧
) 𝑑𝑧

ℎ𝑠

𝑧𝑓

=
𝜕

𝜕𝑡
∫ 𝑢𝑑𝑧

ℎ𝑠

𝑧𝑓

+
𝜕

𝜕𝑥
∫ 𝑢𝑢𝑑𝑧

ℎ𝑠

𝑧𝑓

+
𝜕

𝜕𝑦
∫ 𝑢𝑣𝑑𝑧

ℎ𝑠

𝑧𝑓

− 𝑢(ℎ𝑠) (
𝜕ℎ𝑠

𝜕𝑡
+ 𝑢(ℎ𝑠)

𝜕ℎ𝑠

𝜕𝑥
+ 𝑣(ℎ𝑠)

𝜕ℎ𝑠

𝜕𝑦
− 𝑤(ℎ𝑠))

+ 𝑢(𝑧𝑓) [
𝜕𝑧𝑓

𝜕𝑡
+ 𝑢(𝑧𝑓)

𝜕𝑧𝑓

𝜕𝑥
+ 𝑣(𝑧𝑓)

𝜕𝑧𝑓

𝜕𝑦
− 𝑤(𝑧𝑓)]                                                     (20) 

Nella equazione (20): la somma dei termini tra parentesi tonde è nullo per la condizione cinematica 

alla superficie libera. La somma dei termini tra parentesi quadre è anch’esso nullo. Infatti, il primo 

termine tra parentesi quadre è nullo perché la quota del fondo è costante nel tempo, mentre la 

somma degli ultimi tre termini tra le parentesi quadre è nulla per la condizione di impenetrabilità al 

fondo. Conseguentemente, eliminando i termini nulli ed utilizzando la sopralineatura per indicare 

l’operazione di media lungo la profondità, la (20) assume la forma: 

∫ (
𝜕𝑢

𝜕𝑡
+

𝜕𝑢𝑢

𝜕𝑥
+

𝜕𝑢𝑣

𝜕𝑦
+

𝜕𝑢𝑤

𝜕𝑧
) 𝑑𝑧

ℎ𝑠

𝑧𝑓

=
𝜕𝑢̅𝐻

𝜕𝑡
+

𝜕𝑢𝑢̅̅̅̅ 𝐻

𝜕𝑥
+

𝜕𝑢𝑣̅̅̅̅ 𝐻

𝜕𝑦
                                                       (21) 

Sommando, a secondo membro della (21), i seguenti termini nulli, 
𝜕

𝜕𝑥
(𝐻(𝑢̅𝑢̅ − 𝑢̅𝑢̅)) +

𝜕

𝜕𝑦
(𝐻(𝑢̅𝑣̅ − 𝑣̅𝑣̅)), la (21) si scrive nella forma 

∫ (
𝜕𝑢

𝜕𝑡
+

𝜕𝑢𝑢

𝜕𝑥
+

𝜕𝑢𝑣

𝜕𝑦
+

𝜕𝑢𝑤

𝜕𝑧
) 𝑑𝑧

ℎ𝑠

𝑧𝑓

=
𝜕𝑢̅𝐻

𝜕𝑡
+

𝜕𝑢̅𝑢̅𝐻

𝜕𝑥
+

𝜕𝑢̅𝑣̅𝐻

𝜕𝑦
+

𝜕

𝜕𝑥
(𝐻(𝑢̅𝑢̅ − 𝑢̅𝑢̅)) +

𝜕

𝜕𝑦
(𝐻(𝑢̅𝑣̅ − 𝑣̅𝑣̅))                     (22) 

L’integrale del primo termine a secondo membro dell’uguaglianza (19) si scrive: 

∫ (−𝑔
𝜕ℎ𝑠

𝜕𝑥
)

ℎ𝑠

𝑧𝑓

𝑑𝑧 = −𝑔
𝜕ℎ𝑠

𝜕𝑥
∫ 𝑑𝑧

ℎ𝑠

𝑧𝑓

= −𝑔𝐻
𝜕ℎ𝑠

𝜕𝑥
                                                                                    (23) 

essendo l'integrando costante rispetto a z. 
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Il secondo, terzo e quarto termine dell’integrale a secondo membro dell’uguaglianza (19) si 

scrivono 

− ∫ (
𝜕𝜏𝑥𝑥

𝜕𝑥
+

𝜕𝜏𝑦𝑥

𝜕𝑦
+

𝜕𝜏𝑧𝑥

𝜕𝑧
)

ℎ𝑠

𝑧𝑓

𝑑𝑧

= −
𝜕

𝜕𝑥
∫ 𝜏𝑥𝑥𝑑𝑧

ℎ𝑠

𝑧𝑓

−
𝜕

𝜕𝑦
∫ 𝜏𝑦𝑥𝑑𝑧

ℎ𝑠

𝑧𝑓

+ 𝜏𝑥𝑥(ℎ𝑠)
𝜕ℎ𝑠

𝜕𝑥
− 𝜏𝑥𝑥(𝑧𝑓)

𝜕𝑧𝑓

𝜕𝑥
+ 𝜏𝑦𝑥(ℎ𝑠)

𝜕ℎ𝑠

𝜕𝑦

− 𝜏𝑦𝑥(𝑧𝑓)
𝜕𝑧𝑓

𝜕𝑦
− 𝜏𝑧𝑥(ℎ𝑠)+𝜏𝑧𝑥(𝑧𝑓)                                                                                 (24) 

La somma degli ultimi sei termini a secondo membro della (24) diventa 

𝜏𝑥𝑥(ℎ𝑠)
𝜕ℎ𝑠

𝜕𝑥
− 𝜏𝑥𝑥(𝑧𝑓)

𝜕𝑧𝑓

𝜕𝑥
+ 𝜏𝑦𝑥(ℎ𝑠)

𝜕ℎ𝑠

𝜕𝑦
− 𝜏𝑦𝑥(𝑧𝑓)

𝜕𝑧𝑓

𝜕𝑦
− 𝜏𝑧𝑥(ℎ𝑠)+𝜏𝑧𝑥(𝑧𝑓) =

𝜏𝑥
𝑠

𝑛𝑧
𝑠

+
𝜏𝑥

𝑓

𝑛𝑧
𝑓

          (25) 

in cui 𝜏𝑥
𝑠 e 𝜏𝑥

𝑓
 rappresentano, rispettivamente, le componenti lungo x degli sforzi che agiscono, 

dall’esterno del volume liquido, sulla superficie a contatto con l’atmosfera e sulla superficie a 

contatto con il fondo; mentre 𝑛𝑧
𝑠 ed 𝑛𝑧

𝑓
 rappresentano, rispettivamente, le componenti lungo z della 

normale interna alla superficie libera e della normale interna al fondo (ossia il coseno direttore 

dell’angolo tra la normale alla sup e l’asse z, e tra la normale al fondo e l’asse z ).  Poiché la 

pendenza del fondo e della superficie libera sono piccole, il modulo di 𝑛𝑧
𝑠 ed 𝑛𝑧

𝑓
 può essere assunto 

pari ad 1. Conseguentemente il secondo membro della (25) diventa 𝜏𝑥
𝑠 + 𝜏𝑥

𝑓
. La dimostrazione della 

(25) si ottiene ricordando che il generico sforzo che agisce dalla superficie normale ad 𝑛̂  è dato da:  

𝜏(𝑛̂) = 𝑛̂𝑇  (dove 𝑇 è il tensore degli sforzi (viscosi + turbolenti)) che, proiettata in direzione x 

diventa: 

𝜏𝑥(𝑛̂) = 𝑛𝑥𝜏𝑥𝑥 + 𝑛𝑦𝜏𝑦𝑥 + 𝑛𝑧𝜏𝑧𝑥         (26) 

dove la componente 𝜏𝑧𝑥 è la componente lungo x dello sforzo che agisce, attraverso la faccia 

normale all’asse z, sull’elemento di fluido che sta dal lato delle z crescenti. In corrispondenza del 

fondo, 𝜏𝑧𝑥 è lo sforzo che agisce sul volume d’acqua, perché le z crescono verso l’interno del 

volume. In corrispondenza della superficie libera, 𝜏𝑧𝑥 è lo sforzo che agisce sull’aria che sta 

all’esterno della superficie, perché le z crescono dal lato esterno alla superficie libera, quindi lo 

sforzo che agisce sul fluido è −𝜏𝑧𝑥. Considerando che −
𝜕ℎ𝑠

𝜕𝑥
=

𝑛𝑥
𝑠

𝑛𝑧
𝑠   e −

𝜕ℎ𝑠

𝜕𝑦
=

𝑛𝑦
𝑠

𝑛𝑧
𝑠 , mentre,  

analogamente, −
𝜕𝑧𝑓

𝜕𝑥
=

𝑛𝑥
𝑓

𝑛𝑧
𝑓 e −

𝜕𝑧𝑓

𝜕𝑦
=

𝑛𝑦
𝑓

𝑛𝑧
𝑓, in cui 𝑛𝑥

𝑠  è la componente x della normale interna alla 

superficie libera ed 𝑛𝑥
𝑓
 è la componente x della normale interna al fondo (analogamente per le altre 
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componenti) e tenendo conto dei segni degli sforzi che agiscono dall’esterno sul fluido, si ottiene 

l’espressione (25). 

Lo sforzo sulla superficie libera è prodotto dal contatto con l’aria (ed è generalmente trascurabile), 

quello al fondo è prodotto dal contatto con il letto del fiume. Lo sforzo sul fondo che agisce in 

direzione x è uno sforzo di attrito che si oppone al moto, ed il suo modulo |𝜏𝑥
𝑓

| si calcola con le 

leggi ricavate per il moto uniforme. 

Sostituendo le espressioni (22), (23), (24) e (25) nella (19) si ottiene 

𝜕𝑢̅𝐻

𝜕𝑡
+

𝜕𝑢̅𝑢̅𝐻

𝜕𝑥
+

𝜕𝑢̅𝑣̅𝐻

𝜕𝑦

= −𝑔𝐻
𝜕ℎ𝑠

𝜕𝑥
+

𝜏𝑥
𝑠 − |𝜏𝑥

𝑓
|

𝜌
−

𝜕

𝜕𝑥
∫ 𝜏𝑥𝑥𝑑𝑧

ℎ𝑠

𝑧𝑓

−
𝜕

𝜕𝑦
∫ 𝜏𝑦𝑥𝑑𝑧

ℎ𝑠

𝑧𝑓

−
𝜕

𝜕𝑥
(𝐻(𝑢𝑢̅̅̅̅ − 𝑢̅𝑢̅))

−
𝜕

𝜕𝑦
(𝐻(𝑢𝑣̅̅̅̅ − 𝑢̅𝑣̅))                                                                                                          (27) 

Per ottenere un sistema chiuso nelle incognite 𝑢̅, 𝑣̅, 𝐻, gli ultimi quattro termini a secondo membro 

della (27) vengono espressi in funzione delle componenti del tensore della velocità di deformazione 

media, mediante una relazione di chiusura. In generale la relazione di chiusura, espressa in forma 

tensoriale, assume la forma  

∫ 𝜏𝑗𝑖𝑑𝑧
ℎ𝑠

𝑧𝑓

+ 𝐻(𝑢𝑗𝑢𝑖̅̅ ̅̅ ̅ − 𝑢𝑗̅𝑢𝑖̅) = −𝐷 (
𝜕𝐻𝑢𝑗̅

𝜕𝑥𝑖
+

𝜕𝐻𝑢𝑖̅

𝜕𝑥𝑗
)                                                                          (28) 

con D  coefficiente di viscosità turbolenta, che viene generalmente espresso in funzione della 

velocità di attrito, 𝑢𝑖
∗, e della profondità, 𝐻. Conseguentemente, la somma degli ultimi quattro 

termini a secondo membro della (27) diventa 

−
𝜕

𝜕𝑥
∫ 𝜏𝑥𝑥𝑑𝑧

ℎ𝑠

𝑧𝑓

−
𝜕

𝜕𝑦
∫ 𝜏𝑦𝑥𝑑𝑧

ℎ𝑠

𝑧𝑓

−
𝜕

𝜕𝑥
(𝐻(𝑢𝑢̅̅̅̅ − 𝑢̅𝑢̅)) −

𝜕

𝜕𝑦
(𝐻(𝑢𝑣̅̅̅̅ − 𝑢̅𝑣̅))

=
𝜕

𝜕𝑥
(2𝐷

𝜕𝐻𝑢̅

𝜕𝑥
) +

𝜕

𝜕𝑦
(𝐷 (

𝜕𝐻𝑢̅

𝜕𝑦
+

𝜕𝐻𝑣̅

𝜕𝑥
))                                                                 (29) 

Il termine 
−|𝜏𝑥

𝑓
|

𝜌
 a secondo membro della (27) viene calcolato ricordando che −

|𝜏𝑥
𝑓

|

𝜌𝑔𝐻
= 𝐽  , in cui 𝐽 è 

la cadente della linea dei carichi totali. Utilizzando per J  le espressioni ricavate per il moto 

uniforme, si ottiene 

−
|𝜏𝑥

𝑓
|

𝜌
= −𝑔𝐻

𝑢̅|𝑢̅|

𝜒2𝐻
                                                                                                                                       (30) 
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Sostituendo nella (27) le espressioni ricavate nella (29) e nella (30) (e ripetendo analoghe 

operazioni per la equazione (8)), si ottiene il nuovo sistema di equazioni che comprende l’equazione 

di continuità integrata lungo la verticale e le proiezioni lungo x e y della equazione di bilancio della 

quantità di moto integrata lungo la verticale 

𝜕𝑢̅𝐻

𝜕𝑥
+

𝜕𝑣̅𝐻

𝜕𝑦
+

𝜕ℎ𝑠

𝜕𝑡
= 0                                                                                                                                 (31) 

𝜕𝑢̅𝐻

𝜕𝑡
+

𝜕𝑢̅𝑢̅𝐻

𝜕𝑥
+

𝜕𝑢̅𝑣̅𝐻

𝜕𝑦
= −𝑔𝐻

𝜕ℎ𝑠

𝜕𝑥
− 𝑔𝐻

𝑢̅|𝑢̅|

𝜒2𝐻
+

𝜕

𝜕𝑥
(2𝐷

𝜕𝐻𝑢̅

𝜕𝑥
) +

𝜕

𝜕𝑦
(𝐷 (

𝜕𝐻𝑢̅

𝜕𝑦
+

𝜕𝐻𝑣̅

𝜕𝑥
))   (32) 

𝜕𝑣̅𝐻

𝜕𝑡
+

𝜕𝑢̅𝑣̅𝐻

𝜕𝑥
+

𝜕𝑣̅𝑣̅𝐻

𝜕𝑦
= −𝑔𝐻

𝜕ℎ𝑠

𝜕𝑦
− 𝑔𝐻

𝑣̅|𝑣̅|

𝜒2𝐻
+

𝜕

𝜕𝑥
(𝐷 (

𝜕𝐻𝑣̅

𝜕𝑥
+

𝜕𝐻𝑢̅

𝜕𝑦
)) +

𝜕

𝜕𝑦
(2𝐷

𝜕𝐻𝑣̅

𝜕𝑦
)   (33) 

Dal momento che il fondale non varia nel tempo, la variazione della quota della superficie libera, 

ℎ𝑠, coincide con la variazione della profondità, 𝐻, e l’equazione di continuità si può scrivere nella 

forma 

𝜕𝑢̅𝐻

𝜕𝑥
+

𝜕𝑣̅𝐻

𝜕𝑦
+

𝜕𝐻

𝜕𝑡
= 0                                                                                                                                  (34) 

I primi tre termini delle equazioni (32) e (33) possono essere espressi anche in forma non 

conservativa. Sviluppando le derivate dei primi tre termini della (32), tenendo conto della 

uguaglianza espressa dalla (34) e dividendo l’equazione risultante per H, si ottiene una nuova 

espressione per la componente lungo x della equazione di quantità di moto mediata lungo la 

verticale, (e ripetendo la stessa operazione nella (33) si ottiene una nuova espressione per la 

componente lungo y della equazione di quantità di moto mediata lungo la verticale) 

𝜕𝑢̅

𝜕𝑡
+ 𝑢̅

𝜕𝑢̅

𝜕𝑥
+ 𝑣̅

𝜕𝑢̅

𝜕𝑦
= −𝑔

𝜕ℎ𝑠

𝜕𝑥
− 𝑔

𝑢̅|𝑢̅|

𝜒2𝐻
+

1

𝐻
[

𝜕

𝜕𝑥
(2𝐷

𝜕𝐻𝑢̅

𝜕𝑥
) +

𝜕

𝜕𝑦
(𝐷 (

𝜕𝐻𝑢̅

𝜕𝑦
+

𝜕𝐻𝑣̅

𝜕𝑥
))]               (35) 

𝜕𝑣̅

𝜕𝑡
+ 𝑢̅

𝜕𝑣̅

𝜕𝑥
+ 𝑣̅

𝜕𝑣̅

𝜕𝑦
= −𝑔

𝜕ℎ𝑠

𝜕𝑦
− 𝑔

𝑣̅|𝑣̅|

𝜒2𝐻
+

1

𝐻
[

𝜕

𝜕𝑥
(𝐷 (

𝜕𝐻𝑣̅

𝜕𝑥
+

𝜕𝐻𝑢̅

𝜕𝑦
)) +

𝜕

𝜕𝑦
(2𝐷

𝜕𝐻𝑣̅

𝜕𝑦
)]               (36) 


