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Esercizio 1. È data la curva

α(t) =

 2 cos t
1− e−t

2 sin t

 , t ∈ [0,+∞).

a) Determinare curvatura e torsione in t.

b) Stabilire se i seguenti limiti esistono, ed eventualmente
calcolarli:

lim
t→+∞

k(t), lim
t→∞

τ(t).

c) Stabilire se i seguenti limiti esistono, ed eventualmente
calcolarli:

lim
t→+∞

T (t), lim
t→∞

B(t).



Esercizio 2. Determinare:

a) la curvatura massima di un’elica di passo assegnato 2πb, dove
b > 0.

b) La torsione massima (in valore assoluto) di un’elica di raggio
assegnato R.

c) La curvatura massima di un’elica di raggio assegnato R (se
esiste).

d) La torsione massima (in valore assoluto) di un’elica di passo
assegnato 2πb, dove b > 0 (se tale valore massimo esiste).

Infine, costruire una famiglia di eliche αn tali che: il passo di αn

tende a zero ma la torsione di αn tende all’infinito.



Esercizio 3. Dimostrare che una curva sulla sfera unitaria ha
curvatura tale che k(s) ≥ 1 per ogni s. Inoltre, si ha k(s) = 1 per
ogni s se e solo se la curva è un equatore.

• Terminologia: un parallelo è l’intersezione di un piano con la
sfera, quindi una circonferenza. Se il piano passa per l’origine
allora il parallelo è un equatore.



Soluzione. Utilizzeremo la disuguaglianza di Cauchy-Schwartz: se
v ,w sono vettori di Rn, allora:

|〈v ,w〉| ≤ |v ||w |,

inoltre si ha l’uguaglianza se e solo se v e w sono linearmente
dipendenti, (quindi, se entrambi non nulli, v = λw per qualche
λ ∈ R).

Ora la dimostrazione. Si ha |α(s)|2 = 1 per ogni s, da cui,
derivando : 〈α(s), α′(s)〉 = 0 Derivando ancora una volta
otteniamo

〈α′′, α〉 = −1.

Osservando che α(s) è un versore, otteniamo, dalla disuguaglianza
di Cauchy-Schwarz:

k(s)2 = |α′′(s)|2 ≥ 〈α′′, α〉2 = 1,

e poiché k è positivo: k(s) ≥ 1 per ogni s.



Supponiamo ora che si abbia l’uguaglianza per ogni s; dunque, per
il caso di uguaglianza dobbiamo avere α′′(s) = λα(s) quindi
λ = −1 e

α′′(s) = −α(s).

Ne segue che α′′′(s) = −α′(s) = T (s) e allora:

det(α′, α′′, α′′′) = 0.

La torsione è nulla, la curva è piana, e si ottiene come intersezione
di un piano con la sfera. Poiche’ la curvatura è uguale a 1 la
circonferenza intersezione ha raggio 1, dunque è un equatore.



Esercizio 4. È data la curva

α(t) =

 cos t
sin t

cos(2t)

 , t ∈ [0, 2π].

Calcolare il minimo e il massimo di r(t), dove r(t) è la distanza di
α(t) dall’origine, ed elencare i punti in cui tale distanza è minima o
massima. Nei punti in cui tale distanza è massima (sono quattro,
corrispondenti ai valori t1, t2, t3, t4), determinare:

a) equazioni parametriche della retta tangente alla curva.

b) l’equazione cartesiana del piano osculatore.

c) la torsione.



Esercizio 6. La curva

α(t) =

cos t − sin t
sin t
cos t

 , t ∈ [0, 2π].

è contenuta in un cilindro. Quale? È vero che è una curva piana?


