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1 Esercizi forme fondamentali e curvatura

1.1 Esercizio

Data una curva regolare « : [a, b] — R3, la superficie rigata
f(u,v) = a(u) +va'(u)

si dice Tigata delle tangent: di a.

a) Determinare la curvatura gaussiana della rigata delle tangenti se la curva « é:

b) E vero che la rigata delle tangenti di « € sempre sviluppabile, per ogni curva « ?

1.2 Esercizio

Si consideri la superficie rigata f(u,v) = a(u) + v€{(u) su Q = [0, 27] x R se

cosu —sinu
a(u) = | sinu |, &(u)=| cosu
0 1

a) Calcolare la curvatura gaussiana K in ciascun punto, e stabilire la natura dei suoi punti
(ellittici, iperbolici o parabolici).

b) Determinare i punti dove il valore assoluto di K assume valore massimo; in tali punti,
calcolare le curvature principali.

c) Verificare che il punto p = (1,0,0) appartiene a X; stabilire se in p esistono sezioni normali
a curvatura nulla.

d) Verificare che f parametrizza una quadrica, determinando un’equazione cartesiana di X.
Riconoscere il tipo di quadrica.



1.3 Esercizio

Si consideri 'ellissoide ottenuto ruotando intorno all’asse z la curva (ellisse) 2—2—#5

= 1 contenuta
nel piano zz. Si assuma a > b.

a) Parametrizzare X, e trovare la sua equazione cartesiana.

b) Calcolare curvatura gaussiana e curvatura media di 3.

¢) Determinare i valori massimi e minimi della curvatura gaussiana, e i punti dove tali estremi
sono raggiunti.
d) Calcolare le curvature principali nel punto (a,0,0).

e) Calcolare la curvatura, nel punto (a,0,0), della sezione normale ottenuta intersecando ¥ con
il piano z + 2z —a = 0.

1.4 Esercizio

2 2
a) Parametrizzare il paraboloide ellittico, di equazione z = — + =k
a
b) Calcolare la curvatura gaussiana e stabilire la natura dei punti di X.
c) Trovare i punti dove la curvatura gaussiana assume valore massimo; in tali punti, scrivere

esplicitamente la matrice di Weingarten e determinare le curvature principali.
d) Calcolare la curvatura, nel punto (0,0, 0) della sezione normale ottenuta intersecando ¥ con
il piano z +y = 0.

Soluzione. La superficie ¢ il grafico della funzione z = F(x,y) con

2 2
€x )
F(z,y) = 2T
Quindi una parametrizzazione possibile é
T=1u
y=v ., (u,v) € R?
u? 02
In ogni modo, vale la formula
_ det V2F
(14 |VFP)?*
Poiche’
2u 2 9
VF = (gi) V2F = (ag 2)
b2 b2
otteniamo 616
4a®b
K(u,v) = a

(a*b* + 4b*u? + 4a*v?)?’



Si vede che il valore massimo della curvatura gaussiana si ottiene quando u = v =0 e vale

4

Kmax - K(0,0) - W

Siccome [origine & punto critico di I, abbiamo che

2
w(0,0) = V2F(0,0) = <<g 2) :
b2

Dunque le curvature principali sono

Ora il piano tangente a ¥ nell’origine é z = 0 e una sua base é (vy,vy) con:

1 0
v = fu(0,0)= 10|, wv2=f,(0,0)= 11
0 0

Dalla formula di Eulero sappiamo che kx = ki cos® 0 + kysin® 8, dove 6 ¢ l’angolo che X forma
con vy. La sezione piana corrispondente a x+vy = 0 ha vettore tangente, nell’origine, che forma
un angolo 0 = ‘r%r con vi. Dunque cos?f = sin’6 = % e la curvatura della sezione mormale

corrispondente é
hx = S(ky 4 ho) = = + =
X — 2 1 2) — a2 b2

1.5 Esercizio

. . L o . ? y?
a) Parametrizzare il paraboloide iperbolico, di equazione z = 22
b) Calcolare la curvatura gaussiana e stabilire la natura dei punti di X.
c) Trovare i punti dove la curvatura gaussiana assume, in modulo, valore massimo; in tali punti,
scrivere esplicitamente la matrice di Weingarten e determinare le curvature principali.

d) Stabilire se nel punto (0,0,0) € ¥ ci sono sezioni normali a curvatura nulla.
Soluzione. La superficie ¢ il grafico della funzione z = F(x,y) con

1172 y2

F(%y):ﬁ—bfy

Quindi possiamo procedere in modo simile al precedente esercizio. Una parametrizzazione pos-
sibile ¢

r=u
y=v ., (u,v) € R?
u? 02
2=—— —
a? b2



Dalla formula

_ det V2F
- (1+ |VF|2)27
poiche’
2u 2 0
VF = (%i)v VZF: <Cg 2)
b2 B2
ottentamo
4a5p0

K(u,v) = —

(a*b* + 4b*u? + 4a*v?)?
La curvatura gaussiana e sempre negativa: si vede che il valore massimo del modulo della
curvatura gaussiana si ottiene quando u=1v =0 e vale

|K‘max — K(0,0) — W

Siccome [origine & punto critico di I, abbiamo che

w(0,0) = V2F(0,0) = (% 02> .

Dunque le curvature principali sono

2 2
klzf k2:—67

Ora il piano tangente a ¥ nell’origine é z = 0 e una sua base é (vy,vy) con:

1 0
Ulzfu(0,0): 0 5 U2:f0(070): 1
0 0

Dalla formula di Eulero sappiamo che kx = ki cos® 0 + kosin? @, dove 0 ¢ ’angolo che X forma
con v1. Vogliamo trovare 0 in modo che kx = 0. Questo avviene quando

2

tan2 0= 5
a

e ci sono due angoli 01,02 € [0, 7] che verificano tale equazione: precisamente, si avra’

tan91 = g, tan«92 = *é.
a a

Quindi, nell’origine, ci sono due sezioni normali a curvatura nulla. Del resto, questo € ovvio
poiche’ lintersezione di ¥ con il piano tangente nell’origine (ovvero il piano z = 0), consiste
delle due rette

oY _ r_Y_
r1: Cl+b—0’ o : a b 07
ZZO Z:O

che sono le sezioni normali a curvatura nulla cercate.



1.6 Esercizio

0
Si consideri il cono ¥ ottenuto proiettando dal punto oy = [ 2 | Dellisse 422 + 22 = 4 del piano
1
TZ.
a) Parametrizzare X e trovare la sua equazione cartesiana.
0
b) Determinare le curvature principali di ¥ nei suoi punti | 0
+2

1.7 Esercizio

Si consideri il toro di raggi a > b > 0.

a) Dopo aver parametrizzato X, si calcoli la sua curvatura gaussiana, e si determini la natura
dei suoi punti.

b) Calcolare 'area della parte ellittica di ¥ (intesa come insieme dei punti ellittici di X).

c) Calcolare I'integrale su ¥ della curvatura gaussiana, e verificare che non dipende da a e b.

z(v)

Soluzione. a) La curva profilo é a(v) = | 0 con
z(v)
z(v) = a+bcosv, z(t) = bsinwv,
e otteniamo la parametrizzazione

(a + bcosv) cosu
f(u,v) = | (a+bcosv)sinu |, wel0,2m),ve|[—mmn).
bsinv

Un calcolo mostra che

v/ detg =b(a+ bcosv)
e la curvatura gaussiana é:
B COS v
~ b(a+bcosv)’

Siccome b(a + bcosv) & sempre positivo, si avra’ che i punti ellittici corrispondono ai valori
v € (=5,%5), i punti iperbolici ai valoriv € [-m,—=F) ev € (§,m) e i punti parabolici ai valori
v=7 ev=—3 (in tutti e tre i casi u € [0,27)).

b) Da quanto detto in a) la parte ellittica ha area

2 jus jus
/ /2 b(a + bcosv) dvdu = 47rb/2 (a4 bcosv) dv = 2m2ab + 4wb>.
o J-z 0

c) Abbiamo

/KdE:/K\/detgdudv:QW/ cosvdv =0
P P -7

quindi 'integrale della curvatura gaussiana é sempre nullo, per ogni valore dei raggi a e b.



1.8 Esercizio

a) Parametrizzare la superficie ¥ di equazione z3 — 2y® — z = 0. Calcolare la sua curvatura
gaussiana e determinare i punti ellittici (risp. parabolici, iperbolici).

b) Sia p = (0,0,0) € ¥. Determinare le curvature principali nel punto p = (0,0, 0).

¢) Determinare il piano affine tangente in p. E vero che ¥ ¢ localmente convessa in p ?

Soluzione. a) La superficie ¢ il grafico della funzione F(x,y) = x> — 2y>. Parametrizzazione

U

flu,v) = v

u® — 203
Dalle formule della curvatura gaussiana otteniamo

K(u,0) = det V2F 72uv
9 = T e oo 2
(1 + (9u* + 36114)2)>

(1+|VF[?)?2

I punti ellittici sono ottenuti dalla disequazione uwv < 0, quindi il secondo e quarto quadrante
(entrambi aperti). I punti iperbolici sono dati dal primo e terzo quadrante (entrambi aperti), e
infine i punti parabolici sono dati dall’unione degli assi u e v, ovvero {u =0} U {v = 0}.

b) Poiche’ l'origine é un punto critico di F', si avra’ che

w(0,0) = V2F(0,0) = (8 8) .

Dunque k1 = ko = 0 e lorigine é un punto planare.

c) Si vede facilmente che X non é localmente convessa in p = (0,0,0): infatti, il suo piano
tangente affine in p é z = 0. Infatti, la sezione piana ottenuta intersecando ¥ con il piano
y =0, ovvero la curva

¢ contenuta in X e interseca sia il semispazio z > 0 (quando t > 0), che il semispazio z < 0
(quando t < 0). Tutto cio’ per punti arbitrariamente vicini a p = (0,0,0).

1.9 Esercizio

a) Dato R > 0, calcolare I’area A(R) della porzione di superficie z = 22 —y? tale che 22+y? < R2.
b) Determinare il comportamento asintotico di A(R) quando R — 0.
¢) Determinare il comportamento asintotico di A(R) quando R — oo; precisamente, dimostrare

che, quando R — oo, si ha A(R) ~ cR3, calcolando la costante c.

Soluzione. a) Parametrizzazione



T=1u
Y=
2z =u?—0?

Scrivendo la base (fu, fv) e la matrice g della prima forma fondamentale, si ottiene

v/det g = /14 4u2 + 492

La regione x% + y? < R? corrisponde alla regione Q(R) = {(u,v) : u? + v? < R%}, dunque
A(R) = / Vdet g dudv :/ V' 1+ 4u? + 402 dudv.
Q(R) QR)

Usando coordinate polari (r,0) date da:

u = rcosf
v =rsinf
st ha dudv = rdrdf dunque

2 R R
A(R):/O /0 \/1+47“2~7"drd9:27r/0 V14 4r2 . rdr.

Ponendo x = 1+ 412 otteniamo dx = Srdr e Uintegrale diventa
1 [LH4AR?
AR) =27 = Ve dx
8 Jo
e svolgendo 1 calcoli otteniamo
A(R) = %((1 +AR?)E — 1).
b) Calcoliamo lo sviluppo di Taylor in R = 0. Si ha A(0) = 0. Inoltre:
A(R) = 27R(1 +4R%)2, A"(R) = 2r(1 + 4R%)? + Rh(R)

per una certa funzione h(R). Dunque A'(0) = 0, A”(0) = 27 e lo sviluppo in R =0 ¢é A(R) =
7R% + o(R). La conclusione ¢ che il comportamento asintotico quando R — 0 é

A(R) ~ TR?.

Questo é naturale poiche’ esprime il fatto che, per R piccolo, ’area € ben approssimata dall’area
di un disco euclideo di raggio R.

c) Veniamo al comportamento asintotico quando R — oo. Ora si vede che
(1+ 4R2)% ~8R> quando R — oo
e di consequenza
4
A(R) ~ %RB’ quando R — oo.

Ricordiamo che questo significa:




1.10 Esercizio

E data la catenoide, parametrizzata come segue:

cosh v cosu
f(u,v) = | coshvsinu
v

a) Determinare il comportamento del versore normale su un punto che tende all’infinito, cioe

calcolare
lim N(u,v).
V—>00

b) Sia ¥(a) la regione di ¥ tale che |z| < a. Calcolare AreaX(a) e determinare il suo compor-

tamento asintotico quando a — oo.
1
cosh* v

c¢) Si assuma noto che la curvatura gaussiana e data da K(u,v) = — . Calcolare

/ Kd¥
>(a)

e verificare che il limite di tale integrale, per a — oo (detto anche curvatura totale di X) esiste
finito. Calcolare tale limite.

Soluzione. a) Un calcolo mostra che

1 cos U
N(u,v) = sinu |,
cosh v .
—sinh v
e st vede che

0 0
lim N(u,v)=| 0 |, lim N(u,v)=[0],

v—+00 _1 V——00 1

b) Poiché v/det g = coshv si ha:

Area(X(a)) = 27T/ cosh? t dt

—a

Dalla formula
1 + cosh(2t)

h?t =
COS 2

ricaviamo che
Area(X(a)) = 2ma + wsinh(2a).

Siccome sinh x ~ %e”’c quando x — +00 si ha

Area(X(a)) ~ ge% quando a — oo.



c) Abbiamo

/ Kdx :/ K+/det g dudv.
3(a) 3(a)

Poiche’ \/det g = cosh?v :

a 1 a 1
/ KdE:—Qw/ 5 dv:—47r/ 5 dv
%(a) _a cosh®v o cosh®v

Ora

d tanh !
— tanhv = ————
dv cosh? v

dunque
/ K dY = —4rtanh®a
Z(a)

e poiche’ lim,_, o tanh a = 1 otteniamo che la curvatura totale é finita, e vale

/KdE: —4m.
2

1.11 Esercizio

Si consideri 'equazione (superficie di livello) ¥ : 22 + y% + 2y — 2 = 0.

a) Parametrizzare 3 e calcolarne la curvatura gaussiana nel punto generico. Determinare la
natura dei punti di 3 (ellittici, parabolici, o iperbolici).

b) Determinare le curvature principali e le direzioni principali nel punto (0,0,0) € X.

c) Sia p = (0,0,0). Determinare I’equazione di 7,,%, il piano tangente a ¥ in p. Dopo aver
1

2
osservato che X = @ appartiene a T),%, calcolare kx(p) (la curvatura normale di ¥ in p,

0
nella direzione X'). Determinare inoltre il valore massimo e il valore minimo di kx (p), al variare
di X in T,% tale che | X| = 1.
Soluzione. a) Notando che z = x? + y*> + xy possiamo parametrizzare ¥ come grafico della

funzione F(x,y) = 22 + 9% + xy. Dunque una parametrizzazione é

u u
flu,v) = v = v (u,v) € R?.
F(u,v) u? +v% + uv

1l calcolo della curvatura gaussiana si puo’ dunque effettuare a partire dalla parametrizzazione
trovata. Comunque, se V2F ¢ la matrice hessiana, abbiamo che

det V2F (u,v)
(1 +[VFP(u,v))*

K(u,v) =



Poiche’

V2F(u,v) = (? ;) . VEF(u,v) = 5u® + 5v% + Suw,

ottentamo
3
(14 5u? + 502 + 8uw)?

che e sempre positiva, dunque i punti sono tutti ellittici.

K(u,v) =

b) Notiamo che l'origine é un punto critico di F. Si verifica immediatamente che il piano

tangente nell’origine é il piano z = 0 e che la base (8—f, a—f) e data da
Ju’ dv
1 0
Ei=10], Ey=1|1
0 0

Un calcolo mostra che, nell’origine, g é la matrice identita, e dunque la matrice dell’operatore
di Weingarten coincide con la matrice hessiana (nell’origine), cioé :

(D).

Occorre dunque calcolare autovettori e autovalori di w. Gli autovalori sono A =1,u =3 e una
base ortonormale di autovettori (direzioni principali) é data dai vettori vi = %El — %EQ,

Vg = %El + %Eg, dunque

associati rispettivamente a A e p.

c) Abbiamo gia visto che l'equazione del piano tangente nell’origine ¢ z = 0. Sappiamo che la
curvatura normale di ¥ in p, nella direzione X, € data da

Per il dato vettore tangente X, abbiamo

1 V3
X=-E +—F
2 1+ 2 2

dunque sapendo che
W(El) =2F1 + Ey
W

otteniamo



e di consequenza

kx(p) =2+ \gg

Infine, il valore massimo (risp. minimo) della curvatura normale in un dato punto coincide
con la curvatura principale massima (risp. minima) nel punto. Tali valori sono, per quanto
calcolato in precedenza, p = 3 e, rispettivamente, A = 1.

Per calcolare kx (p) potevamo anche procedere usando il teorema di Eulero:
kx = kq cos® 0 + ko sin 0,
dove 0 ¢ l’angolo formato da X e vi. Ora

_ V26 V246

cosf = (X, v) = , sinf = (X, v9) =
4 4
Poiche’ k1 = 1, ko = 3 svolgendo i calcoli otteniamo
3
kx =2+ £
2
1.12 Esercizio
u
Si consideri la curva a(u) = | 143 | del piano xy e il cilindro ¥ che proietta a parallelamente
0
0
al vettore ¢ = | 1
2
a) Parametrizzare X e verificarne la regolarita.
b) Determinare curvatura gaussiana e curvatura media di X.

¢) Determinare l'insieme dei punti di ¥ in cui le curvature principali sono entrambe nulle.

d) Eliminare i parametri e trovare I’equazione cartesiana di X.

1.13 Esercizio

E data la superficie di equazione z = 322 — 3.

a) Calcolare la curvatura gaussiana e stabilire la natura dei punti di X.

b) E vero che ¥ & una superficie rigata ?
Soluzione. Si ha z = F(z,y) con F(z,y) = 32% — y3. Parametrizzazione
u

flu,v) = v

3u? —wv

11



e, con facili calcoli, VF (u,v) = (6u, —3v?)! e V2F = <g _%U>. Dungque

36v

K S :
(u,0) (1 + 36u? + 9v*)?

Punti ellittici definiti da v < 0, iperbolici v > 0 e parabolici v = 0. La superficie non puo’ essere
rigata poiche’ possiede punti ellittici.
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