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L’esame consiste di tre esercizi, e ha la durata di 75 minuti. Giustificare le risposte in
modo chiaro e conciso. Risposte senza spiegazione non riceveranno credito. Non saranno
accettati fogli di brutta copia.

Prima parte

Esercizio 1 È dato l’endonmorfismo f di R3 tale che
f(e1) = e1 − e2 + 2e3
f(e2) = −e1 + e2 − 2e3
f(e3) = e1 − e2 + 2e3

a) Determinare basi ortonormali di nucleo e immagine.

b) Dopo aver verificato che f ammette due autovalori distinti, stabilire se è diagonalizz-
abile.

c) Stabilire se gli autospazi di f sono ortogonali tra loro.

Soluzione.

a) La matrice canonica di f è A =

 1 −1 1
−1 1 −1
2 −2 2

. L’immagine di f è generata dai

vettori colonna di A: Imf = L

 1
−1
2

 ,

−1
1
−2

 ,

 1
−1
2

 = L

 1
−1
2

. Dunque una

base ortonormale di Imf è data da 1√
6

 1
−1
2

. Il nucleo ha equazioni AX = 0, dove

X =

x1x2
x3

, ovvero 
x1 − x2 + x3 = 0,

−x1 + x2 − x3 = 0,

2x1 − 2x2 + 2x3 = 0.



Risolvendo il sistema otteniamo kerf =

t− st
s

 con t, s ∈ R. Una base è data dai vettori

v1 =

1
1
0

 e v2 =

−1
0
1

. Applicando Gram-Schmidt otteniamo una base ortogonale

data da w1 = v1 e w2 = v2 − 〈v2,w1〉
‖w1‖2 w1 =

−1/2
1/2
1

. Una base ortonormale è data da

u1 = 1√
2

1
1
0

 e u2 = 1√
6

−1
1
2

.

b) Il polinomio caratteristico di f è pA(x) = x2(4 − x). Gli autovalori sono λ1 = 0 e
λ2 = 4. Chiaramente MA(λ2) = MG(λ2) = 1. Inoltre MA(λ1) = 2 = MG(λ1). Infatti
MG(λ1) = dimE(λ1) = dimE(0) = dim kerf = 2. L’enfomorfismo è diagonalizzabile
in quanto il polinomio caratteristico è totalmente riducibile e le molteplicità algebriche e
geometriche degli autovalori coincidono.

c) Gli autospazi non sono ortogonali tra loro in quanto l’endomorfismo non è simmetrico
(alternativamente, ma più lungo, si può calcolare una base di E(λ2) e verificare che ogni
vettore di tale base è ortogonale ad ogni vettore di una base di E(λ1)).

Esercizio 2 Sia E ⊆ R4 l’insieme delle soluzioni del seguente sistema lineare omogeneo:
2x1 + x3 = 0

x2 + x4 = 0

2x1 − x2 + x3 − x4 = 0,

e sia F = L




2
−1
k
1


.

a) Determinare una base di E.

b) Trovare una base di E⊥

c) Calcolare la dimensione di E + F al variare di k ∈ R.

Soluzione.



a) Notiamo che la terza equazione del sistema è superflua. Dalle prime due ricaviamo

che le soluzioni sono del tipo t


1
0
−2
0

 + s


0
1
0
−1

 con t, s ∈ R. Una base è data da

v1 =


1
0
−2
0

 , v2 =


0
1
0
−1

.

b) Un vettore X =


x1
x2
x3
x4

 appartiene a E⊥ se e solo se 〈X, v1〉 = 〈X, v1〉 = 0, dove v1, v2

sono i vettori della base di E trovata al punto precedente. Otteniamo il sistema{
x1 − 2x3 = 0,

x2 − x3 = 0.

Risolvendolo, si trova che una base di E⊥ è data da v3 =


2
0
1
0

 e v4 =


0
1
0
1

.

c) Chiaramente dimF = 1, mentre dimE = 2. Si ha che dim(E + F ) = dimE + dimF −
dim(E ∩ F ) = 3 − dim(E ∩ F ). Se E ∩ F = {0}, allora la dimensione di E + F è
3. Altrimenti, E ∩ F 6= {0} se e solo se F ⊆ E e dunque E ∩ F = F (in quanto F
ha dimensione 1). In tal caso E + F ha dimensione 2. Abbiamo che F ⊆ E se e solo

se rk


1 0 2
0 1 −1
−2 0 k
0 −1 1

 = 2, cosa che si verifica se e solo se k = −4. Questo si può

verificare, ad esempio, imponendo che il determinate del minore

 1 0 2
0 1 −1
−2 0 k

 sia zero

(minore orlato di

(
1 0
0 1

)
).



Esercizio 3 È data la matrice dipendente dal parametro k

A =


1 k 0 0
2 2 0 0
0 0 0 1
0 0 −k 0

 .

a) Calcolare il rango di A al variare di k ∈ R

b) Si supponga noto che il polinomio caratteristico di A è pA(x) = (x2−3x+2−2k)(x2+k).
Determinare i valori di k ∈ R per i quali A è diagonalizzabile.

Soluzione.

a) Osserviamo che detA = k(2 − 2k). Dunque se k 6= 0 e k 6= 1, rkA = 4. Per k = 1
e k = 0 si verifica immediatamente che rkA = 3: per k = 1 le prime due colonne di A
coincidono, mentre la prima la terza e la quarta sono indipendenti; per k = 0 la terza
colonna è formata da zeri, le altre tre sono indipendenti.

b) Condizione necessaria per la diagonalizzabilità di A è che il polinomio caratteristico
sia totalmente riducibile. Ciò avviene se e solo se x2 + k e x2 − 3x + 2− 2k ammettono
radici reali. L’equazione x2 + k = 0 ammette soluzioni x = ±

√
−k, che sono reali se

e solo se k ≤ 0 (distinte se k < 0, radice doppia x = 0 se k = 0). Analogamente,

x2 − 3x + 2 − 2k ammette soluzioni x = 3±
√
1+8k
2

, che sono reali se e solo se k ≥ −1
8

(distinte se k > −1
8
, radice doppia x = 3

2
se k = −1

8
). Dunque il polinomio caratteristico

è totalmente riducibile se e solo se −1
8
≤ k ≤ 0, e per questi valori di k la matrice A

potrebbe essere diagonalizzabile, sicuramente non lo è per i restanti valori. Se −1
8
< k < 0,

inoltre il polinomio caratteristico ha quattro radici distinte (si noti che
√
−k < 3−

√
1+8k
2

per ogni −1
8
< k < 0), dunque ci sono quattro autovalori semplici, e la matrice A è

diagonalizzabile. Per k = 0, l’autovalore λ = 0 ha molteplicità algebrica 2, mentre si vede
(anche dal punto a) che la molteplicità geometrica è 1. Dunque per k = 0 la matrice A
non è diagonalizzabile. Per k = −1

8
, l’autovalore λ = 3

2
ha molteplicità algebrica 2, mentre

si vede che la sua molteplicità geometrica è 1 (ad esempio calcolando dim ker(A− 3
2
I) =

4−rk(A− 3
2
I) = 1 quando k = −1

8
). Dunque A è diagonalizzabile se e solo se −1

8
< k < 0.

Seconda parte

Esercizio 1 Sono dati i punti A = (1, 1), B = (2,−1) e il punto mobile P = (t,−2t)
dove t ∈ R.

a) Trovare i valori di t per i quali il triangolo di vertici A,B e P è rettangolo in A e
calcolare la sua area.



b) Sia r : 2x+y = 0. Scrivere la matrice canonica della riflessione rispetto ad r e calcolare
il simmetrico di A rispetto ad r.

Soluzione. a) Il triangolo ABP è rettangolo in A se e solo se i vettori
−→
AB = (1,−2) e

−→
AP = (t− 1,−2t− 1) sono ortogonali. Questo avviene se e solo se 〈

−→
AB,
−→
AP 〉 = 0, ovvero

se e solo se t−1+4t+2 = 0, dunque per t = −1
5
. L’area è data da d(AB)d(AP )

2
=
√
5
√

9
5

2
= 3

2
.

b) Una base ortonormale di r è data da u = 1√
5

(
1
−2

)
. La matrice di proiezione or-

togonale su r è data da uut = 1
5

(
1 −2
−2 4

)
, e di conseguenza la matrice di riflessione

lungo r è data da 2uut− I = 1
5

(
−3 −4
−4 3

)
. Il simmetrico di A rispetto ad r ha coordinate

1
5

(
−3 −4
−4 3

)(
1
1

)
=

(
−7/5
−1/5

)
.

Esercizio 2 È data la conica γk di equazione x2 − 8y2 + 2xy + 2x+ 2ky = 0.

a) Trovare i due valori di k ∈ R per i quali γk è unione di due rette incidenti.

In b) e c) scegliere uno dei due valori trovati nella parte a).

b) Per il valore scelto di k, determinare il centro di simmetria della conica e le intersezioni
con gli assi coordinati.

c) Per il valore scelto di k, determinare le equazioni cartesiane delle due rette componenti
r1, r2.

Soluzione. a) La matrice della conica è A =

1 1 1
1 −8 k
1 k 0

, la matrice della parte prin-

cipale è Q =

(
1 1
1 −8

)
. Notiamo che detQ = −9, TrQ = −7 e detA = −k2 + 2k + 8.

Essendo sempre detQ < 0, si ha che γk è un’iperbole degenere (cioè una coppia di rette
incidenti in un punto) se e solo se detA = 0, altrimenti è un’iperbole (non degenere). Si
ha detA = 0 se e solo se k = −2 o k = 4.

b) Per qualsiasi valore di k abbiamo una conica a centro (coppia di rette incidenti o
iperbole), il cui centro è (x0, y0) con x0 = −k+8

9
, y0 = k−1

9
. Dunque per k = −2 il centro

è (−2/3,−1/3), mentre per k = 4 il centro è (−4/3, 1/3).



Intersezioni con gli assi.
Per k = −2, γ2 : x2 − 8y2 + 2xy + 2x − 4y = 0. Intersecando con l’asse delle ascisse

(y = 0) si ottiene x2 + 2x = 0, cioè x = 0, x = −2. I punti di intersezione di γ2 con
l’asse x sono (0, 0) e (−2, 0). Intersecando con l’asse delle ordinate (x = 0) si ottiene
−8y2 − 4y = 0, cioè y = 0, y = −1/2. I punti di intersezione di γ2 con l’asse y sono
(0, 0) e (0,−1/2).

Per k = 4, γ−4 : x2 − 8y2 + 2xy + 2x + 8y = 0. I punti di intersezione con l’asse x
sono (0, 0) e (0,−2), mentre quelli di intersezione con l’asse y sono (0, 0) e (0, 1).

c) Per k = −2, le due rette componenti passano per il centro (−2/3,−1/3) e, rispettiva-
mente, per (0, 0) e (−2, 0) (oppure per il centro e, rispettivamente, per (0, 0) e (0,−1/2)).
Le equazioni sono dunque x− 2y = 0 e 4y+ x+ 2 = 0 (infatti x2− 8y2 + 2xy+ 2x− 4y =
(x− 2y)(4y + x+ 2)).

Analogamente, per k = 4 le rette componenti hanno equazioni x+4y = 0 e x−2y+2 =
0.

Esercizio 3 Nello spazio sono dati i punti P1 = (1, 0, 0), P2 = (0, 0, 1) e il piano π :
x− y + z = 0.

a) Esiste un piano perpendicolare a π e passante per P1 e P2? Se esiste, trovare la sua
equazione cartesiana. Tale piano è unico?

b) Esiste un piano parallelo a π e passante per P1 e P2? Se esiste è unico?

c) Scrivere le equazioni parametriche della retta r per P1 e P2 e calcolare il coseno
dell’angolo acuto tra r e la normale al piano π.

Soluzione.

a) Se il piano cercato passa per P1 e P2, esso contiene tutta la retta r per P1 e P2. Tale
retta ha equazioni parametriche

r :


x = 1− t,
y = 0,

z = t

da cui immediatamente si ricavano le equazioni cartesiane di r:

r :

{
x+ z − 1 = 0,

y = 0.

Data la retta r ed il piano π, esiste sempre un piano π′ che contiene r ed è perpendicolare
a π (questo è vero in generale). Tale piano π′ è unico se e solo se la retta r non è



perpendicolare al piano π. La retta per P1 e P2 ha parametri direttori −→p = (−1, 0, 1).
Un vettore normale (ortogonale) a π è ad esempio −→n = (1,−1, 1). Siccome i parametri
direttori di r e i parametri di giacitura di π (le coordinate di un vettore normale a π)
non sono proporzionali, π ed r non sono perpendicolari, dunque il piano cercato esiste ed
è unico. Possiamo trovare ad esempio le equazioni cartesiane di π′ scrivendo il fascio di
piani per r, e cercando tra i piani del fascio quello ortogonale a π. Il fascio di piani per
r ha equazione

h(x+ z − 1) + ky = 0,

dove h, k ∈ R, ovvero
hx+ ky + hz − h = 0.

Un vettore normale è dato da (h, k, h). Il piano π′ appartenente al fascio per r e per-
pendicolare a π deve soddisfare 〈(h, k, h), (1,−1, 1)〉 = 0, cioè 2h − k = 0 ⇐⇒ k = 2h.
Dunque π′ ha equazione h(x + z − 1) + 2hy = 0 (h 6= 0). Dividendo per h troviamo
π′ : x+ 2y + z − 1 = 0.

b) Dal punto precedente notiamo che i parametri direttori di r sono ortogonali alla giac-
itura di π. Inoltre r /∈ π, infatti ad esempio P1 ∈ r ma P1 /∈ π. Dunque r è parallela a π.
Concludiamo che esiste un unico piano parallelo a π e passante per P1 e P2

c) La retta r ha equazioni parametriche

r :


x = 1− t,
y = 0

z = t.

Siccome la retta r è parallela a π, l’angolo che essa forma con un vettore normale al
piano misura π

2
rad, e dunque il suo coseno vale 0.


