Prova scritta di Geometria 21/01/2020 A
Ing. Meccanica a.a. 2019/20

L’esame consiste di sei esercizi, e ha la durata di tre ore. Rispondere negli spazi predisposti, e
giustificare le risposte in modo chiaro e conciso (se occorre, usare il retro del foglio). Risposte
senza spiegazione non riceveranno credito. Non saranno accettati fogli di brutta copia.
1
Esercizio 1 Si consideri il vettore colonna v = | 1 | e la matrice 3 x 3 definita A = vv”.
—1
a) Calcolare la matrice A e trovare i suoi autovalori con la relativa molteplicita algebrica.

b) Stabilire se A ¢ diagonalizzabile, ed eventualmente determinare una matrice diagonale D e
una matrice ortogonale M tali che D = MTAM.

1
c¢) Dato il vettore colonna w = [ 1 |, calcolare il rango della matrice A = ww? al variare di k,
k
ed eventualmente trovare i suoi autovalori.
1 1 -1
Soluzione. a) Otteniamo A = | 1 1 —1| e quindi pa(x) = —x + 322, Autovalori
-1 -1 1

A1 =0 con MA 2 e =3, semplice.
0 00

b) A ¢ diagonalizzabile poiché é simmetrica, con D=0 0 0]. Siha E0):z+y—2=0
0 0 3

con base ortonormale, ad esempio,
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Inoltre E(1) ha base ortonormale ug = % 1 ). Di conseguenza possiamo prendere
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1 1 k
c) Abbiamo A= |1 1 k |, che ha rango 1 per ogni k. Autovalori 0,0, k? + 2.
E k k2

Esercizio 2 Si considerino i sottospazi di R* seguenti:

k
Yy —2w=0
v=r||?® ,W:{x yose=
1 y—z—w=0

-1

a) Determinare una base W e una base di W+.

b) Calcolare la dimensione di V N W al variare di k.

c¢) Trovare un’equazione cartesiana per V* e calcolare la dimensione di V- NW al variare di k.
Soluzione. a) Base di W, ad esempio w1 = (—1,1,1,0),ws = (1,1,0,1). Base di W+,

ad esempio: vi = (1,1,0,—2)T vy = (0,1,—1,-1)T e inoltre equazioni cartesiane di W+ :

r—y—2=0

{ r+y+w=0

b) Poiche’ dimV = 1, avremo che la dimensione di V N W sara’ uguale a 1 se il generatore

vy € W, e sara’ zero se vy ¢ W. Ora si trova che vi € W se e solo se k = —2. Dungque:

. 1 sek=-2
dim(VNW) = 0 seks 2

c) Equazione cartesiana di Vi éks+2—w =0, e la dimensione di VN W ¢ data dalla
dimensione dello spazio delle soluzioni del sistema

z+y—2w=0
y—z—w=>0
kr+z—-—w=0
11 0 -2
1l rango della matrice dei coefficienti A= [0 1 —1 —1] vale2 sek=1 a vale 3 se k # 1.
k0o 1 -1

Dunque:
2 sek=1

dim(Vtnw) =
im( ) {1 sek#1



Esercizio 3 E data la conica i+ 22 + 3y? + 2kxy — 1 = 0 dipendente dal parametro k& > 0.
a) Determinare la forma canonica e il tipo di conica al variare di k.

b) Trovare gli eventuali valori di k per i quali la conica € un ellisse di area 7.

c¢) Si consideri ora 1’ellisse ottenuta per k£ = 0. Determinare le eventuali rette parallele alla retta

r:x —y =0 e tangenti all’ellisse.

Soluzione. a) Le matrici sono:

b
Il
o =

k

1 k
L 0) a1 ).
0 E 3

con autovalori A\ =2 — 1+ k> p=2+ 1+ k% Siha
det A = —detQ = k% — 3,

dunque i, ¢ generale per k # £v/3, e degenere per k = +£+/3, nel qual caso det A = det Q = 0;
la conica é dunque una parabola degenere. Se k # +£+/3 la forma canonica é

2-VI+E)X>+ 2+ V1+k)Y? =1,

e abbiamo un ellisse se —v/3 <k <3 e un’iperbole se k > V3 oppure k < —/3.

b) L’area dell’ellisse di semiassi a,b ¢ data da wab. Affinche’ sia pari a w si dovra’ porre:
ab=1.
Ora
1 b 1
a = —_— = —_—
2—V1+k? 24+ V1+k2
e la condizione si traduce nel fatto che k* =2 ovvero k = £/2.

c) Per k = 0 abbiamo lellisse x*> + 3y?> — 1 = 0. Il fascio di rette parallele a © —y = 0
ha equazione x —y = c. Sostituendo y = x + ¢ nell’equazione dell’ellisse, e imponendo che il
discriminante sia nullo, otteniamo ¢ = % dunque le due rette

2 2
w—y‘f’%:(), r—y——F7==0.



Esercizio 4 a) Calcolare le coordinate del centro C' e il raggio R della sfera
o:x?+yt 42220 —2y=0.

b) Determinare equazioni parametriche della retta per C ortogonale al piano m: x +2y —2z =0
e la distanza di C dal piano .

c) Calcolare il raggio v e il centro C' della circonferenza ottenuta intersecando la sfera e il
piano.

Soluzione. a) Le coordinate del centro sono C = (1,1,0) e il raggio ¢ R = \/2. Infatti,

1 1
R2:1(a2+b2—|—c2—4d)21(44—4):2

-2 -2y =(x -1+ (y—1)2 422 -2

b) La retta ha parametri direttori (1,2, —1) e passa per C = (1,1,0). Dunque:

r=1+t
T =142t
z=—t
La distanza di C da 7 é:
L3

V6

c) 1l centro C' ¢& l'intersezione della retta r con il piano. Otteniamo:

(1+1) +2(1 4 2t) — (—t) = 0,

da cui t = —% e dunque X |
C'=(%,0,=).
(5:0,3)
Il raggio v’ si ottiene dal teorema di Pitagora:
d? +r? = R?
ovvero 9
?=2--=12
6

In conclusione



Esercizio 5 a) Data la retta del piano di equazione r : x — 3y = 0, trovare la matrice canonica
B della proiezione ortogonale su r, e la matrice A canonica della riflessione rispetto a r.

v z+y+2w
b) Data I'applicazione lineare F' : R* — R3 definita da F Y1 = z- y — 2w | descrivere
; z+w
2
insieme ¢ v € RY: F(v) = [ 0
2
c¢) Determinare 1'unico endomorfismo f di R? tale che il vettore v = ; sia autovettore

. . 2
associato all’autovalore 5, e il vettore w = (1> appartenga al nucleo.

L
V10

. L 3 . .
Soluzione. Una base ortonormale di r & data da u = (1>, dunque la matrice canonica

della proiezione ortogonale é

1 (3 1/9 3
T
B =uu 10 (1) (3:1) 10 (3 1)'

La matrice della riflessione si ottiene dalla formula A = 2B — I, dunque

=14

b) Si tratta di risolvere il sistema:

TH+y+2w=2

r—y—2w=0

Z24+w=2

che ammette ool soluzioni, date da:
1
1—-2¢
S = T teR

t

c) Occorre imporre



Le condizioni portano alla matrice canonica

(1)

Esercizio 6 a) Sia Fj3 il sottospazio di Mat(3 x 3) costituito dalle matrici antisimmetriche.
Determinare una base e la dimensione di E.

b) Determinare la dimensione del sottospazio F, di Mat(n x n) costituito dalle matrici anti-
simmetriche.

c) Dare la definizione di autovalore e autovettore di un endomorfismo f : R” — R". Dimostrare
che gli autovalori di f coincidono con le radici del polinomio caratteristico della matrice canonica

di f.



