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Prova scritta di Geometria 20/01/2014, esame A
Ingegneria Meccanica, a.a. 2012-2013, Soluzioni

Esercizio 1 Sia f : R4 → R4 l’unico endomorfismo di R4 tale che:


f(e1) = 2e2
f(e2) = 3e3
f(e3) = 4e4
f(e4) = 0,

dove

(e1, e2, e3, e4) è la base canonica di R4.
a) Determinare una base di Kerf e una base di Imf e stabilire se R4 = Kerf ⊕ Imf .

Soluzione. Kerf = L[e4] mentre Imf = L[e2, e3, e4] dunque Kerf ∩ Imf = L[e4] e non si ha la
somma diretta.

b) Stabilire se f è diagonalizzabile.

Soluzione. L’unico autovalore è 0, con MA pari a 4 e MG pari a 1. Dunque f non è diagonal-
izzabile.

Esercizio 2 Siano v1, v2, v3 vettori linearmente indipendenti dello spazio vettoriale R4.
a) È vero che v1, v2, v3 formano una base di R4?

Soluzione. No.

b) Poniamo ora


w1 = v1 + v2

w2 = v2 + v3

w3 = v1 + v3

. È vero che w1, w2, w3 sono linearmente indipendenti ?

Soluzione. Poiché

∣∣∣∣∣∣
1 0 1
1 1 0
0 1 1

∣∣∣∣∣∣ = 2 6= 0 i tre vettori sono linearmente indipendenti.

c) Dati i sottospazi U = L[v1 − v2, v2] e V = L[v1 + v3, v3] calcolare la dimensione di U ∩ V .

Soluzione. U ∩ V ha dimensione 1 ed è generato dal vettore v1.

Esercizio 3 a) Calcolare il rango della matrice A =

1 −1 1 −1
k 3 −3 0
k 3 0 0

 al variare del

2



parametro k.

Soluzione. Il rango vale sempre 3, come si vede dal minore ottenuto sopprimendo la prima
colonna.
b) Supponiamo che A sia la matrice completa di un sistema lineare di tre equazioni in tre
incognite. Scrivere esplicitamente tale sistema e discuterne le soluzioni al variare del parametro
k.

Soluzione. Il sistema è compatibile solo se k 6= −3: in tal caso ammette una e una sola soluzione.
c) Supponiamo ora che A sia la matrice dei coefficienti di un sistema lineare omogeneo di tre
equazioni in quattro incognite. Scrivere esplicitamente tale sistema e discuterne le soluzioni al
variare del parametro k.

Soluzione. Il sistema ammette sempre ∞1 soluzioni.

Esercizio 4 È data la matrice A =

−2 1 1
1 −2 1
1 1 −2

, e sia f l’endomorfismo di R3 rappresen-

tato da A rispetto alla base canonica.
a) Determinare il polinomio caratteristico e gli autovalori di A.

Soluzione. p(x) = −x(x+ 3)2 con autovalori 0,−3,−3.

b) Stabilire se A è diagonalizzabile; in caso affermativo, determinare una matrice D diagonale
e una matrice C invertibile tali che D = C−1AC.

Soluzione. Autospazi E(0) : L[

1
1
1

], E(−3) : x + y + z = 0. Base di autovettori data da1
1
1

 ,

 1
−1
0

 ,

 1
0
−1

 dunque:

D =

0 0 0
0 −3 0
0 0 −3

 , C =

1 1 1
1 −1 0
1 0 −1

 .

c) Per quali valori del parametro k il vettore v =

1
1
k

 è un autovettore di f?

3



Soluzione. Per k = 1 (autovettore associato a 0) e per k = −2 (autovettore associato a −3).

Esercizio 5 Nel piano sono dati il punto P = (2, 3) e la retta r : 2x+ 3y + 13 = 0.
a) Determinare l’equazione della circonferenza γ di centro P e tangente a r.

Soluzione. Il raggio vale 2
√

13 pari alla distanza di P da r.

b) Determinare l’equazione della retta r′ parallela a r e tangente a γ.

Soluzione. 2x+ 3y − 39 = 0.

c) Detti A,B,C,D i vertici di un qualunque quadrato inscritto in γ, calcolare la seguente somma
vettoriale: −→

PA+
−−→
PB +

−−→
PC +

−−→
PD.

Soluzione. Si vede immediatamente che la somma è il vettore nullo.

Esercizio 6 Nello spazio sono dati i punti A = (1, 1, 0), B = (2, 0, 1), C = (1, 3, 2); sia r la retta
passante per A e B.
a) Determinare, se possibile, l’equazione di un piano passante per A,B e C. Se esiste, tale
piano è unico ?

Soluzione. π : 2x+ y − z − 3 = 0, unico piano.

b) Determinare, se possibile, l’equazione di un piano passante per l’origine, per il punto C e
perpendicolare alla retta r.

Soluzione. Il piano passante per l’origine e perpendicolare a r ha equazione x− y + z = 0; tale
piano passa anche per C, ed è l’unico con tutte le proprietà richieste.

c) Calcolare l’area del triangolo di vertici A,B,C.

Soluzione. L’area uguaglia
1
2
‖
−−→
AB ∧

−→
AC‖. Si ha:

−−→
AB = (1,−1, 1),

−→
AC = (0, 2, 2),

−−→
AB ∧

−→
AC = (−4,−2, 2)

da cui si ottiene che l’area vale
1
2
√

24 =
√

6.

d) Determinare, se possibile, le coordinate di un punto sull’asse z complanare con A,B,C. Se
esiste, tale punto è unico ?

Soluzione. L’unico punto è (0, 0,−3), intersezione del piano in a) con l’asse z.
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