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Prova scritta di Geometria 17/02/2014, esame A, soluzioni
Ingegneria Meccanica, a.a. 2013-2014

L’esame consiste di sei esercizi, e ha la durata di tre ore. Rispondere negli spazi predisposti, e
giustificare le risposte in modo chiaro e conciso (se occorre, usare il retro del foglio). Risposte
senza spiegazione non riceveranno credito. Non saranno accettati fogli di brutta copia.

Esercizio 1 Siano vy, vs, v3 vettori non nulli di R?, sia E = L[v1,va,vs] e sisupponga dim F = 2.

a) E vero che i vettori vy, vy, v3 sono linearmente indipendenti ?

Soluzione. No.

b) Se A ¢ la matrice 4 x 4 le cui colonne sono date dai vettori vy, ve, v3, v1 — 2v3, quanto vale il
rango di A7

Soluzione. Il rango vale 2.

c¢) Possiamo trovare un vettore u € R* tale che I'insieme di vettori {vy,vo,v3,u} generi R*?

Soluzione. No.

1 1
. . .. . -1 0 . . 4 .
Esercizio 2 a) Dati i vettori w; = L =1 dello spazio vettoriale R*, determinare
2 3
1
i valori di k per i quali vettore u = 3¢ combinazione lineare di wy, ws.
0
Soluzione. k = —3 in tal caso u = 3w; — 2ws.

b) Quali condizioni dobbiamo imporre ai parametri a, b, ¢, d affinché il vettore sia combi-

RO R

nazione lineare di wy e wo?

Soluzione. Usando il minore in alto: b+c=3a+b—d=0.



c) Se E = Ljwy,wy] e F : 21+ x9 — 2x3+ x4 = 0, determinare la dimensione di FN F, una base
di ENF e stabilire se R* = E@ F.

Soluzione. dim F' =3, dim(ENF) =1 con base (1,—1,1,2). Non si ha somma diretta.

Esercizio 3 Sia (ej, e, e3) la base canonica di R3.
f(e1) =3e1 + ez

a) Si consideri I'unica applicazione lineare f : R?® — R3 tale che: { f(ea) = —e; + eo . Stabilire
fle3) = 3es

se f e diagonalizzabile.

Soluzione. f ha autovalori 2,3 con MA(2) =2 e MG(2) =1 quindi non é diagonalizzabile.

b) Stabilire se esiste un endomorfismo g di R? tale che

2 —1 1
gle) =10, glea)=| 1 |, gles+er)= |1
1 0 1

Se esiste, tale endomorfismo & unico ?

Soluzione. L’endomorfismo esiste poiché g(e1 + e2) = g(e1) + g(e2) ma non é unico.

c) Stabilire se esiste un endomorfismo g di R? tale che

2 —1 1
gle) = (0], glea)=| 1 |, gle1+ex)= 1[0
1 0 0

Se esiste, tale endomorfismo € unico 7
Soluzione. L’endomorfismo non esiste poiché g(e1 + e2) # g(e1) + g(ez2).

Esercizio 4 Nel piano sono dati i punti A = (1,1), B = (3,5).
a) Sull’asse del segmento di estremi A e B, determinare tutti i punti C' tali che larea del
triangolo di vertici A, B, C sia pari a 50.

Soluzione. L’asse ha equazione x + 2y — 5 = 0. [ punti cercati sono C; = (—19,12) e Cy =
(21, -8).
b) Descrivere con un’equazione in x e y linsieme dei punti P = (x,y) tali che d(P,A) =
2d(A, B).



Soluzione. Tale insieme ¢ la circonferenza di centro A e raggio 2d(A, B) = 4v/5, di equazione
(z —1)*+ (y — 1)? = 80.

c¢) Determinare i parametri h e k in modo tale che la conica 22 + ky? + 6zy + 62 — 2y +h =0
sia una parabola passante per A.

Soluzione. La conica passa per A se e solo se h+k = 11, ed é una parabola se e solo se det QQ = 0,
ovvero k = 9. Quindi i valori cercati sonok =9 e h = 2.

1
-2

matrice diagonale D e una matrice ortogonale M tali che D = M!AM. Possiamo fare in modo
che M abbia determinante 17

- . . Lo . —2 .
Esercizio 5 a) Diagonalizzare la matrice simmetrica Q) = ( _2> determinando una

. . . -3 0 1 /1 -2
Soluzione. Autovalori \= -3, u=2, e si ha D = ( 0 2> M = % (2 1 >

b) Determinare la forma canonica della conica v : 22 — 2y? — 4oy + 22 — 2y = 0, e stabilire di
che tipo e.

1 -2 1
Soluzione. Matrici A = | -2 -2 —-1] eQ = (_12 :;) Autovalori di Q sono —3 e 2
1 -1 0

quindi la f.c. & del tipo
—3X24+2Y24p=0.

Poiché det A = 5 otteniamo p = —% dunque —3X?% 4+ 2Y? — % = 0: iperbole generale.

c) Stabilire se v ha un centro di simmetria; in caso affermativo, determinarne le coordinate.
Soluzione. Coordinate del centro (—%, -3)-

Esercizio 6 Sono date le rette r e v’ dello spazio, di equazioni cartesiane rispettive:
3xr—y=0 , r—2z+1=0
r= , =
20 —2z=0 y—3=0
a) Stabilire se 7 e r’ sono complanari o sghembe; se complanari, determinare I’equazione del

piano che le contiene.

Soluzione. Risolvendo il sistema si vede che r e r' sono incidenti nel punto P = (1,3,2). Il
piano che le contiene passa per (1,3,2),(0,0,0) punti di v, e (0,3,1) punto di v'. Dunque tale



piano é 3x +y — 3z = 0. Equazioni parametriche:

=1 r=—-1+1
r:{y=3t, r:{y=3
z =2t z=t

b) Determinare il punto di 7 piu vicino al punto @ = (1,1, 1).

Soluzione. St ha che il piano per Q perpendicolare a r ¢ x4+ 3y + 2z — 6 = 0; la sua intersezione
S I (3 96

conr e H=(33%%).

¢) Determinare ’equazione del piano per lorigine parallelo a r e 1.

Soluzione. Stesso piano di prima: 3x +y — 3z = 0.



